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ABSTRAK

Berbagai masalah fisis dan geometri yang melibatkan dua fungsi atau lebih
peubah bebas sangat berkaitan dengan persamaan diferensial. Salah satu analisis fisis
tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk persamaan diferensial, yaitu

dy

(t)y =0, dengan F(t) suatu fungsi periodik. Persamaan tersebut dikenal

sebagai persamaan diferensial Hill. Untuk menyelesaikan persamaan diferensial Hill
yang terikat oleh syarat-syarat awal apabila penyelesaiannya tidak harus periodik
dapat menggunakan metode matriks. Selain itu juga dapat menggunakan program
Maple untuk menyelesaikan permasalahan yang berkaitan dengan masalah persamaan
diferensial dan aljabar.

Berdasarkan hal tersebut permasalahan yang dapat diambil adalah (1)
Bagaimana prosedur penggunaan metode matriks untuk menyelesaikan persamaan
diferensial Hill ? (2) Bagaimana aplikasi progam Maple untuk visualisasi persamaan
diferensial Hill. Tujuan dari penelitian ini adalah (1) Dapat mengetahui cara
penggunaan aljabar matriks dalam menyelesaikan persamaan diferensial Hill. (2)
Dapat mengetahui aplikasi program Maple untuk visualisasi persamaan diferensial
Hill.

Untuk mencapai tujuan di atas, penelitian dilakukan dengan langkah-langkah
sebagai berikut. (1) Menemukan masalah dengan cara mencari sumber pustaka dan
memilih bagian dalam sumber pustaka tersebut yang dapat dijadikan sebagai
permasalahan. (2) Merumuskan masalah yang sesuai dengan permasalahan yang
ditemukan. (3) Mengkaji sunber-sumber pustaka yang berkaitan dengan
permasalahan. (4) Menyelesaikan persamaan diferensial Hill dengan metode matriks
dan mengaplikasikannya dalam program Maple. (5) Penarikan simpulan berdasarkan
studi pustaka dan pembahasannya.

Dengan menggunakan metode matriks diperoleh penyelesaian persamaan
diferensial Hill pada sembarang waktu ¢ > 0 yang dinyatakan dalam nilai-nilai awal

untuk y(f) dan y( ) dengan dua penyelesaian bebas linier adalah sebagai

) litz(t) uz(O) —uz(O) Yo ada
uz(t):l _L'“(O) 1, (0) LJ-@)Pd

saat t = Y (T) MZ(T) u2(0) uZ(O) Yo ada akhir periode
tt="T, Ll |W|L1T) 2(T)} 1(0 ul(O) LJ-(?a)Pd khir period

berikut. (1) Pada saat t = { }
W[

kedua dari perubahan F (t) 1 } ”3(0) ~1,(0) 2{)’0}
Wol La(T —ui(0)  u,(0) Yo

4 Pada akhir periode dari perubahan F(t),




Y = L L.tl(T) l:tZ(T):I &2(0) —Mz(o) Al Yo ada akhir periode ke-
H |W0|L1(T> e0)]|=i0) w0 M'“)Pd Kb periode K

L.tl(f) uz(f)} 1(0)  —u,(0) {y} |

(n+1) dari perubahan F{(t), {y} = { . .
nT+7 ul(f) Mz(’l') —I/tl(O) ul(()) v

Simpulan dari hasil pembahasan adalah, penginterpretasian hasil output dari
program Maple identik dengan interpretasi hasil penyelesaian secara manual.
Sedangkan saran yang dapat dituliskan adalah, perlu adanya penelitian lebih lanjut
pada penyelesaian persamaan diferensial Hill dengan masalah nilai batas.
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BAB I

PENDAHULUAN

A. LATAR BELAKANG MASALAH
Matematika adalah salah satu cabang ilmu pengetahuan yang konsep
dasarnya digunakan untuk pengembangan ilmu-ilmu yang lain. Matematika
senantiasa dikaji dan dikembangkan agar dapat dimanfaatkan di dalam aspek
penerapannya. Masalah-masalah dalam dunia nyata dapat lebih mudah
dimengerti dengan menggunakan pendekatan matematik. Pada umumnya untuk
menentukan solusi dari masalah-masalah tersebut diperlukan suatu pemodelan
matematika.
Adapun langkah-langkah dalam membangun model matematika sebagai
berikut.
1. Mengidentifikasi semua besaran yang terlibat dalam masalah tersebut.
2. Memberi lambang pada semua besaran.
3. Menentukan satuan untuk semua besaran.
4. Menentukan besaran mana yang merupakan konstanta dan mana yang
merupakan variabel.
5. Menentukan hubungan antara variabel dan konstanta sehingga dapat
disusun menjadi suatu model matematika.
6. Mencari solusi model berdasarkan teori-teori dalam matematika.

7. Menginterpretasikan solusi model yang memunculkan solusi masalah.



Untuk lebih jelasnya dapat dilihat pada Gb. 1.

Hukum yang mengendalikan

Identifikasi
Lambang
Satuan

Variabel atau konstanta

Masalah M R Model
Konkrit ) g Matematika
Menterjemahkan
9 Teori matematika
Solusi P Solusi
Masalah h Interpretasi Model

Gb. 1. Langkah-Langkah Membangun Model Matematika

Salah satu kajian matematika yang konsep-konsepnya banyak digunakan dalam
bidang lain adalah persamaan diferensial. Persamaan diferensial merupakan
persamaan yang memuat satu (atau beberapa) turunan fungsi yang tak diketahui.
Suatu persamaan diferensial yang memiliki satu variabel bebas disebut persamaan
diferensial biasa, sedangkan persamaan diferensial yang memiliki lebih dari satu
variabel bebas disebut persamaan diferensial parsial (Rochmad, 2002 : 3).

Dalam berbagai masalah fisik dan geometri yang melibatkan dua fungsi

atau lebih peubah bebas sangat berkaitan dengan persamaan diferensial. Untuk

masalah fisik yang paling sederhana dapat dimodelkan dengan persamaan

diferensial biasa, sedangkan masalah fisik yang lain seperti mekanika fluida,

mekanika padat, teori elekromagnetik, teori potensial, difusi dan sebagainya

merupakan masalah-masalah fisik yang harus dimodelkan dengan persamaan

diferensial parsial.



Salah satu analisis matematis dari masalah fisis tersebut dapat
menghasilkan suatu persamaan diferensial yang dapat disederhanakan ke

bentuk umum berikut.

d’y

F = 1
o (t)y=0, (1)

dengan F(t) suatu fungsi periodik bernilai tunggal dengan periode pokok T yang

dapat disajikan dengan deret Fourier umum yang berbentuk

F(t)=A0+ZX:Ancosnwt+ZX:Bn sinnwt , 2)
1 1

2z
dengan w=—.
T

Jika ekspansi deret Fourier untuk F(t) berubah menjadi bentuk

sederhana

F(t)= A, + A coswr, 3)
maka persamaan (1) dikenal sebagai persamaan diferensial Mathieu. Jika fungsi
F(t) suatu fungsi periodik, maka persamaan (1) dikenal sebagai persamaan
diferensial Hill (Pipes, 1991 : 911).

Sifat dasar analisis yang timbul dari penerapan-penerapan praktis
menunjukan bahwa analisis tersebut dapat dibagi dalam dua kategori utama.
Kategori pertama adalah masalah-masalah yang menimbulkan persamaan (1)
sebagai akibat dari pemisahan variabel suatu masalah nilai batas. Dalam hal ini
penyelesaian yang sesuai dituntut merupakan fungsi periodik. Sedangkan dalam

kategori kedua dijumpai masalah-masalah yang dapat dipandang sebagai



masalah nilai awal yang di dalamnya melibatkan persamaan (1). Dalam hal ini
penyelesaian-penyelesaian tidak terbatas pada penyelesaian periodik.

Dalam penulisan ini akan menyajikan suatu metode penyelesaian
persamaan (1) yang terikat oleh syarat-syarat awal yang ditentukan apabila
penyelesaiannya tidak disyaratkan harus periodik. Metode yang disajikan dapat
menyederhanakan penyelesaian persamaan (1) yang terikat oleh syarat-syarat
awal yang diberikan. Selain itu dengan menggunakan matriks dapat diperoleh
solusi masing-masing persamaan diferensial yang membangun sistem
persamaan diferensial secara bersamaan.

Dalam menentukan penyelesaian persamaan diferensial akan lebih
mudah dan cepat apabila digunakan suatu alat bantu seperti komputer. Akhir-
akhir ini perkembangan perangkat lunak komputer yang berbasis matematika
sangatlah pesat. Hal ini terbukti dengan munculnya perangkat lunak yang dapat
digunakan untuk kepentingan pengembangan matematika  maupun
penerapannya. Salah satu perangkat lunak yang dikembangkan untuk
kepentingan Sistem Komputer Aljabar (Computer Algebaric System) adalah
Maple. Maple banyak digunakan oleh para ilmuwan untuk menyelesaikan
permasalahan-permasalahan matematika, karena Maple merupakan perangkat
lunak yang lengkap dan komunikatif pada jenisnya. Permasalahan yang dapat
diselesaikan dengan Maple merupakan permasalahan matematika murni, seperti
aljabar, geometri, kalkulus, matematika diskret, dan statistika. Berdasarkan hal
tersebut di atas penulis tertarik untuk mengetahui bagaimana penggunaan

aljabar matriks dalam menyelesaikan persamaan Hill dan penggunaan Maple



untuk visualisasinya. Sehingga dalam penulisan skripsi ini penulis mengambil

judul ¢ Penyelesaian Persamaan Diferensial Jenis Mathieu-Hill”.

PERMASALAHAN
Permasalahan yang akan dikaji dalam penelitian ini adalah, sebagai berikut.
1. Bagaimana prosedur penggunaan metode matriks untuk menyelesaikan
persamaan diferensial Hill ?

2. Bagaimana aplikasi program Maple untuk visualisasi persamaan diferensial

Hill ?

TUJUAN PENELITIAN
Tujuan dari penelitian ini adalah, sebagai berikut.
1. Dapat mengetahui cara penggunaan aljabar matriks dalam menyelesaikan
persamaan diferensial Hill.

2. Dapat mengetahui aplikasi program Maple untuk visualisai persamaan

diferensial Hill.

MANFAAT PENELITIAN
Manfaat yang diharapkan dari penelitian ini adalah, sebagai berikut.
1. Membantu mahasiswa dalam mempelajari penyelesaian persamaan
diferensial Hill dengan menggunakan aljabar matriks sekaligus menambah

pengetahuan dalam penggunaan program Maple untuk visualisasinya.



E.

2. Menambah perbendaharaan ilmu dan materi persamaan diferensial di

jurusan matematika FMIPA UNNES.

SISTEMATIKA PENULISAN SKRIPSI

Penulisan skripsi ini secara garis besar dibagi menjadi tiga bagian, yaitu

bagian awal, bagian isi, dan bagian akhir.

Bagian awal, memuat halaman judul, abstrak, halaman pengesahan, halaman

motto dan persembahan, kata pengantar, daftar isi, dan daftar gambar.

Bagian isi terbagi atas 5 bab, yaitu:

BAB I

BAB II

BAB III

PENDAHULUAN
Membahas tentang alasan pemilihan judul, permasalahan yang
diangkat, tujuan penelitian, manfaat penelitian, dan sistematika

penulisan skripsi.

LANDASAN TEORI
Mencakup pembahasan materi-materi pendukung yang digunakan

dalam pemecahan masalah.

METODE PENELITIAN

Memaparkan tentang prosedur atau langkah-langkah yang dilakukan
dalam penelitian ini meliputi menemukan masalah, perumusan
masalah, studi pustaka, analisis dan pemecahan masalah, penarikan

simpulan.



BAB IV PEMBAHASAN

Dalam bab ini berisi pembahasan dan analisis dari hasil penelitian.

BAB V PENUTUP
Berisi tentang kesimpulan dari hasil pembahasan dan saran yang
ditujukan untuk pembaca umumnya dan bagi penulis sendiri
khususnya.

Bagian akhir memuat daftar pustaka sebagai acuan penulisan yang mendukung
kelengkapan skripsi ini.



BABII

LANDASAN TEORI

PERSAMAAN DIFERENSIAL

Persamaan diferensial diperoleh berdasarkan pemodelan matematika
dari permasalahan yang ada di dalam kehidupan sehari-hari. Sebagai contoh
penerapan matematika pada ilmu fisika, persamaan diferensial dari hukum
Newton II yang timbul karena gejala alam, bahwa massa kali percepatan dari
suatu benda sama dengan gaya luar yang bekerja pada benda itu. Misalkan
benda bermassa m bergerak sepanjang sumbu y pada sistem koordinat kartesius

maka hukum Newton II dapat dituliskan sebagai

2
m?
dt

=F, “4)

dengan F melambangkan gaya luar yang bekerja pada benda itu. Persamaan (4)
merupakan persamaan diferensial karena memuat turunan dari fungsi yang
tidak diketahui y(z) dengan y sebagai variabel terikat yang tergantung pada
variabel bebas t. Jadi persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat
turunan-turunan dari satu atau lebih variabel terikat yang tergantung pada satu

atau lebih variabel bebas. Beberapa contoh dari persamaan diferensial:

(1) ﬂ=2t+10,
dt

4 2
dy+5dy

2
@ dr* dt*

+3y =sint,

dz 0z
3) —+—+2z=0,d
3) 8x+8 +27 an

y



0’z 9’z  d’z _

PRI

“)

Suatu persamaan diferensial yang memuat turunan biasa dari satu atau lebih
varibel terikat yang tergantung pada varabel bebas tunggal disebut persamaan
diferensial biasa, sedangkan persamaan diferensial yang memuat turunan
parsial dari satu atau lebih variabel terikat yang tergantung pada variabel bebas
yang tidak tunggal disebut persamaan diferensial parsial. Contoh 1 dan Contoh
2 adalah persamaan diferensial biasa, sedangkan Contoh 3 dan Contoh 4
merupakan persamaan diferensial parsial.

Orde dari persamaan diferensial adalah derajat atau pangkat tertinggi dari
turunan yang muncul dalam persamaan tersebut. Contoh 1 dan Contoh 3 adalah
persamaan diferensial orde satu, persamaan (4) merupakan persamaan
diferensial orde dua, sedangkan persamaan (2) adalah persamaan diferensial
orde empat.

Secara umum persamaan diferensial berorde n dapat dituliskan sebagai
F[t,u(t),ul(t),K ,u"(t)]zO. (5)
Notasi di atas menyatakan hubungan antara varibel bebas ¢ dan nilai-nilai dari
fungsi u,u(t)u'(£).K ,u"(t).
Suatu fungsi y(z) yang didefinisikan pada suatu interval dikatakan solusi suatu

persamaan diferensial bila untuk variabel bebas 7, maka nilai-nilai y(z) dan
turunannya bila disubtitusikan memenuhi persamaan diferensial tersebut.



Contoh solusi persamaan diferensial:

2
dtZ— %+2y=0 adalah

(1) Solusi  dari  persamaan  diferensial

y = Ae' + Be* dengan A, B sembarang konstan.

1
(2) Solusi dari persamaan diferensial %—%y =0 adalah y=Ce?, untuk C
t

sembarang konstan.

Solusi pada persamaan diferensial dibedakan menjadi dua yaitu solusi umum
dan solusi khusus. Solusi umum suatu persamaan diferensial adalah solusi yang
mengandung sembarang konstan, sedangkan solusi khusus suatu persamaan
diferensial adalah solusi yang dapat diperoleh dengan memberikan nilai tertentu
pada sembarang konstan yang terdapat pada solusi umum.

Klasifikasi penting persamaan diferensial adalah apakah persamaan diferensial
tersebut linier atau nonlinier. Persamaan diferensial biasa F (t, y, v, K ,y(")) =0
dikatakan linier jika F adalah fungsi linier dari variabel y,y',.K, y(”) , definisi

yang sama dapat diterapkan untuk persamaan diferensial parsial. Jadi
persamaan diferensial orde-n secara umum dapat ditulis sebagai

ay(t)y" +a ()" +K +a,(t)y = Flo), (©)
dengan a,,a,,K ,a, dan F adalah fungsi-funsi dari 7 dan a,(t)# 0. Jika suatu

persamaan diferensial tidak dapat ditulis dalam bentuk tersebut maka dikatakan

persamaan diferensial tersebut persamaan diferensial nonlinier. Contoh:

2

(1) le Z + 5% +6y”> =0 merupakan persamaan nonlinier.
t t
4 3

2) d i) +x° d_3y +x L = t¢' merupakan persamaan linier.

dt dt dt

2

3) le Z +5 y% + 6y = 0 merupakan persamaan nonlinier.
t t

Kebanyakan persamaan diferensial nonlinier tidak dapat diselesaikan secara
eksplisit. Cara yang tepat dalam mempelajari persamaan diferensial nonlinier
beserta sistemnya adalah dengan membuat persamaan itu menjadi “linier” yaitu



dengan cara menghampiri persamaan tersebut oleh persamaan diferensial linier
(hampiran/aproximasi).

Berikut ini disajikan beberapa contoh mencari solusi persamaan diferensial.

(1) Perhatikan persamaan diferensial

(y+\/t2 + yz)dt—tdy =0, y(1)=0.
Persamaan di atas merupakan persamaan diferensial homogen.

Jelas (y+w/t2+y2 )dt—tdyzO, y(1)=0
ﬂ: Y+t + Y

dt t
Dipunyai y(1)=0.

dy _ y+4/t7 +y?

~

Jelas
dt t
2
" 1+m
t
=4
t t
2
=24 1+(Zj .
t t
Tulis X:v.

=S zf—v:\/1+v2
dt

dv dt

& =—

NAEES B

o -
v+l t
v+Av? +1‘ = ln|t|+ln|c

o v++vi +1 =tc, ¢ suatu konstan

& In , ¢ suatu konstan




2
& X+,/y—2+1 = tc, ¢ suatu konstan
t t

&  y++t°+y’ =t’c, c suatu konstan.

Dipunyai y(1)=0.

Jelas y(1)+ 12 + y*(1) = ¢

< c=1.
Jadi y+4t2+y" =1,
1
Jelas y=—(-1).
2
Jadi solusi khusus dari persamaan diferensial (y +4/7 4+ )dt —tdy =0
1
adalah y = E(ﬁ —1).
(2) Perhatikan persamaan diferensial

d’y
dar’
Persamaan karakteristik persamaan diferensial tersebut adalah

+4%—2y=0, y(0)=1, y'(0)=2.
1

r* +4r* =2 =0, yang mempunyai solusi —2 + V24 dan —2-+/24 .

Jadi y,(t)=e" = 22 gan y,(t)=e" = el merupakan suatu
solusi.
Solusi umumnya merupakan suatu kombinasi linier dari y, (t) dan Y, (r),

yaitu : y(f)= Cle(_2+m)’ + Cze(’z_m)’ , C; dan C, konstan.
Dipunyai y(0)=1.

Jelas C,+C, =1. (1)
Dipunyai y'(0)=2.

Jelas (~2++24)c, +(-2-+24)c, = 2. @)
Persamaan (1) disubtitusikan ke persamaan (2),

1 2

1 2
jadi C =—+-—=dan C, = ————.
) N OY > 2 Joa



Dengan mensubtitusikan nilai C; dan C, ke persamaan solusi umum
diperoleh

1,2 (ﬁwm,(l 2jt+ﬁw
t)=|—+—=1e +|—+— e .
0[5+ 53) R
Jadi solusi khususnya adalah
12 (%my(l ijmm
t)=|—+—= e +H—+—= e :
0[5+ ) 2 Vo
B. PERSAMAAN DIFERENSIAL HILL

Analisis matematis berbagai macam masalah fisis menghasilkan suatu perumusan menyangkut persamaan
diferensial yang dapat disederhanakan ke dalam bentuk

dzy
dr’

+F(t)y=0, (7)

dengan F(t) suatu fungsi periodik bernilai tunggal dengan periode pokok 7 yang

dapat disajikan dengan deret Fourier umum yang berbentuk

Yy Yy
F(r)=A4, +2An cosnwt+ZBn sinnwt , ®)
1 1

T
dengan w=—.
8 T

Jika ekspansi deret Fourier untuk F(#) berubah menjadi bentuk
sederhana
F(r)=A, + A coswt )
maka persamaan (7) dikenal sebagai persamaan diferensial Mathieu. Jika fungsi
F(t) suatu fungsi periodik dengan bentuk umum (8), persamaan (7) dikenal
sebagai persamaan diferensial Hill.
Pada dasarnya bentuk umum dari persamaan diferensial Hill adalah

sebagai berikut.



dzy

F =0, 10
s (e)y (10)

dengan F(r)=F(t+T), ¥ t (Grimshaw, 1990 : 56).

Berikut diberikan beberapa contoh dari persamaan Hill :

1. Penerapan persamaan Hill dalam sistem fisika, misalkan pendulum
sederhana yang bergerak sepanjang garis vertikal dengan periode T dan &
sebagai sudut antara garis vertikal dengan gerakan pendulum, seperti pada

Gb. 2. a C0)

X

Gb. 2. Pendulum sederhana
Dari Gb. 2. persamaan gerak pendulum kearah garis vertikal, ketika |¢9| <1,
dapat ditulis dalam suatu persamaan dengan bentuk
6" +(w+ " =0, (11)

8

dengan @’ =7, [ adalah panjang bandul, g adalah gaya percepatan

gravitasi. Dan {{t) merupakan persamaan titik puncak dari pendulum yang
digerakkan menuju garis vertikal (Grimshaw, 1990 : 57).

2. Persamaan Hill-Meissner



Persamaan Hill (7) dalam keadaan khusus dengan F(z) berbentuk riak
persegi panjang pada Gb. 3. digunakan oleh Meissner dalam analisisnya

tentang getaran batang penggerak lokomotif.

A F(©)

A

h—=
h,

A 4 A 4

0 T T 3r 2T

2 2
Gb. 3. Fungsi F(t) yang berbentuk riak persegi panjang

v

Dimisalkan T adalah periode pokok riak persegi panjang, dan h adalah

tinggi riak, sehingga persamaan Hill (7) berubah menjadi

2

d’y
dt*

+hy=0,0<t<T. (12)

(Pipes, 1991 : 920)

ALJABAR MATRIKS

Matriks adalah kumpulan bilangan-bilangan yang disusun menurut baris dan
kolom, sehingga berbentuk persegi panjang. Bilangan-bilangan yang terdapat
dalam susunan tersebut dinamakan entri dalam matriks (Anton, 1987 : 22).

Sebuah matriks A = (aij), i=1,2,...,m dan j= 1,2,...,n dengan banyaknya baris
= m serta banyaknya kolom = n dinotasikan sebagai

a, a, A aq

Ay Gy N ay,
A = =1|d.. . 13
M M M [ ”]'”X” (13)

a A a

m2 mn

a

ml



dapat pula ditulis sebagai matriks A, dimana mxn disebut ukuran (ordo) dari
matriks A. Apabila matriks tersebut mempunyai baris = kolom = n yang
berukuran n (berordo n) maka matriks tersebut dikatakan matriks persegi atau
matriks kuadrat.

Misalkan A sebuah matriks mxn dan B sebuah matris nxp (banyak kolom A

sama dengan banyak baris B) maka hasil kali AB adalah matriks mxp yang
didefinisikan sebagai berikut.

AB(i,k) = iA(i,j)B(j,k), (14)

dengan i=1,2,3,...,m dan k= 1,2,3,....p. Entri-entri dalam AB ditentukan dengan cara menjumlahkan hasil kali entri-entri
yang bersesuaian dari baris i dalam A dengan kolom j dalam B. Jika banyak kolom di A tidak sama dengan banyak baris di
B maka hasil kali AB tidak dapat didefinisikan.

Suatu determinan ordo n adalah skalar yang dihubungkan dengan

matriks persegi [aij J(m) dinotasikan sebagai

a, a, AN a
detA: 21 22 2n , (15)
M
anl anZ A ann

A= ", (16)

Susunan bilangan-bilangan yang berbentuk persegi yang dibatasi 2 garis

vertikal dengan entri-entri . yang didefinisikan kemudian dilambangkan

.
dengan |A| Istilah-istilah yang perlu didefinisikan dalam teori determinan

adalah:



1)

2)

3)

Minor
Apabila baris ke-i dan kolom ke-j pada persamaan (16) dihapuskan maka

akan diperoleh determinan baru. Determinan baru ini didefinisikan sebagai

minor unsur g . Sebagai contoh jika |A| suatu determinan berordo 35,

Kofaktor
Kofaktor unsur ¢; suatu determinan adalah minor unsur a; dengan

disertai tanda padanya, ditentukan oleh bilangan i dan j yang menetapkan

letak a; dalam determinan |A| .

C.=(-1)"-M,

ij ij?

(17)
dengan C; kofaktor unsur a; dan M, minor unsur a, .

Penghitungan determinan suatu matriks

Determinan matriks persegi berordo nxn dapat ditentukan dengan rumus

A = Zlai,.ci,. : (18)



Invers suatu matriks A = laijJ yang berordo nxn dinyatakan oleh A™

yang merupakan matriks berordo nxn sehingga A-A"' =A"'-A=1. Invers

suatu matriks dapat ditentukan dengan menggunakan rumus berikut.

1
A =———Adj(A), 19
Yy /j(A) (19)
dengan
Al = Invers dari A

Det (A) = Determinan dari A
Adj (A) =Cof (A).

Transpos dari matriks A yang berordo mxn adalah suatu matriks yang
berordo nxm dengan kolomnya adalah baris pertama dari A, kolom keduanya
adalah baris kedua dari A, demikian juga dengan kolom ketiga yang merupakan
baris ketiga dari A, dan seterusnya sesuai dengan ordo dari matriks A. Transpos

matriks A dinyatakan dengan A'. Contoh :

Definisi:
Sebuah vektor W dikatakan kombinasi linier dari vektor-vektor v,v,,v,, K ,v,
jika vektor W dapat dinyatakan dalam bentuk

W=kyv +kyv, +ky,+A +kyv,,

untuk suatu skalar &,,k,,k,,K ,k, (Anton. 1987 : 145).



Contoh :

0
Dipunyai v, =| —2 | dan v, =| 3
2 -1
3
Tunjukkan W =| 1 | merupakan kombinasi linier dari v, dan v, .
5

Penyelesaian :

Akan ditunjukkan W kombinasi linier dari v, dan v, .

Bentuk W =k, +k,v,.

3 0 1
Jelas | 1 |=k|—2|+k,| 3

5 2 -1
& 3=k, (1)
& 1==2k +3k, )
& 5=2k —1k,. 3)
Subtitusi (1) ke (2).

Jelas 1=—2k, +3(3)
& 1=-2k +9
&  —8=-2k

& k=4

Tadi 3k,,k, >W =4y, +3v,.



Dengan kata lain W merupakan kombinasi linier dari v, dan v, .
Definisi :
Jika V ={u,,u,,u,,K ,u,}# ¢, maka persamaan vektor

ku, + ku, +ku, +A +ku, =0,

mempunyai paling sedikit satu pemecahan, yakni

Jika persamaan ku, + k,u, + kyu, +A +k,u, =0 hanya mempunyai pemecahan
trivial yaitu k, =k, =k, =A =k, =0 maka V dikatakan himpunan bebas linier.
Jika persamaan ku, +kyu, +ku, +A +k,u, =0 mempunyai pemecahan non
trivial maka V dikatakan himpunan bergantung linier (Anton. 1987 : 151).
Contoh :

Buktikan V = {sin x, cos x} bebas linier.

Bukti :

Ambil sembarang k;, k; € R.

Jelas k; ainx + ky cos x = 0.

Akan dibuktikan k; = k; = O.

Andaikan k; #0 vk, #0.

Jelas k; ain x + k; cos x = 0 dan

-k> sinx + k; cos x = 0.

k,  k,\(sinx 0
= =| .
-k, k, )\cosx 0

Kasus k; Z0 Ak, =0 :



Jelas k; sin x = 0 dan
k; cos x = 0.
Ini suatu kontradiksi.
Kasus k; =0 Aky #0 :
Jelas k> cos x = 0 dan
-k sin x = 0.
Ini suatu kontradiksi.
Jadi yang benar haruslah k; = k; = 0.
Jadi V ={sinx,cosx} bebas linier.
Definisi :
Jika fj, f,, ..., f, masing-masing bernilai real dengan satu variabel dan

mempnuyai turunan sampai ke-(n-1) pada interval a < x <b. Maka determinan

wronskian dari kumpulan f}, f5, ..., f, yang dinotasikan sebagai
i Lo A,
/i L A f,
W 9 ’K 9 =

fl(n—l) fz(n—l) A f(n—l)
yang dinotasikan sebagai turunan pertama dikatakan determinan Wronskian

dari fungsi n. Kita perhatikan bahwa W ( fi. K, fn) adalah fungsi real yang

didefinisikan pada a < x <b. Determinan Wronskian nilai x dinyatakan dengan

W(f.f5,.K,f,Nx) atau W[f(x).f,(x)K,f,(x)] (Ross, 1989: 111-112).



Teorema :
Dipunyai S ={u1,u2,u3,K ,un} u; mempunyai turunan sampai ke-(n-1) dan
w0 Vi(i=12 ..,n).
Buktikan det Wronskian u;, us, ..., u, Z0 < S bebas linier.
Bukti :
= Dipunyai det Wronskian u;, u, ..., u, #0.
Ambil sembarang k;, k», k3, ..., k, € R
Jelas kju; + kouo + ksusz + ...+ ku, =0

k]l/l]] + k2u2] + k3u3] + ...+ k,,un] =0

A
k]u](n_]) + kzuz(n_]) + k3u3(n_]) + ... + knu,,("'“ =0.
u, u, AN u, k, 0
u, uy, A u ky| |0
M M M| M | M
ul(n—l) ugn—l) A uin—l) kn 0

Dipunyai det Wronskian u;, uy, ..., u, Z0.

u, u, A u,
1 1 1
u, u, AN u, .
Jelas , mempunyai invers.
M M M
ul(n—l) ugn—l) A ufln—l)
u, w, A u \'( u u, AN u, \(k 0
NEA uy A ul u, uy AN ul k, 0
Jadi =
M M M M M || M



Dengan kata laink; =k, = kz =... =k, = 0.
Jadi S bebas linier.
< Dipunyai S bebas linier.
Jelas kju; + koup + kzuz + ...+ ku, =0
ki + ko’ + ksus' + .+ k' = 0
A

D 4 s + L+ ku, ™ = 0,

k™ + kous
dengan k; =k, =ks=... =k, =0.
Andaikan det Wronskian u;, uo, ..., u, = 0.
Jelas kju; + koup + kzuz + ...+ ku, =0

k' + kous' + ksus' + ..+ ko, = 0

A

k" + ko™ + ks + L+ kY = 0,
mempunyai penyelesaian yang tidak tunggal.
Ini suatu kontradiksi.

Jadi yang benar adalah det Wronskian u;, uy, ..., u, #0.

Jadi det Wronskian u;, uy, ..., u, #0 < S bebas linier.



MAPLE

Maple merupakan salah satu perangkat lunak yang dikembangkan oleh
Waterloo Inc. Kanada untuk keperluan Sistem Komputer Aljabar (Computer
Algebraic System). Menu-menu yang terdapat pada tampilan Maple hampir
sama dengan menu standar yang dikembangkan untuk program aplikasi pada
sistem windows, seperti menu File, Edit, View, Insert, Format, Spreadsheet,
Option, Window, dan Help.

Maple sering digunakan untuk keperluan penyelesaian permasalahan
persamaan diferensial dan visualisasinya. Maple memiliki kemampuan untuk
menyederhanakan persamaan, sehingga suatu solusi persamaan diferensial
dapat dipahami dengan baik. Keunggulan lain dari Maple dalam aplikasi
persamaan diferensial adalah kemampuan melakukan animasi (gerakan) grafik
dari suatu fenomena gerakan yang dimodelkan ke dalam persamaan diferensial
yang memiliki nilai awal dan syarat batas.

Bahasa yang digunakan pada Maple merupakan bahasa pemograman
yang sekaligus sebagai bahasa aplikasi, sebab pernyataan atau statement yang
merupakan input pada Maple berupa deklarasi pada bahasa program dan
perintah yang sering digunakan pada bahasa aplikasi.

Statement yang sering digunakan untuk keperluan menyelesaikan
permasalahan persamaan matriks antara lain: matrix(m,n,L) digunakan untuk
mendefinisikan matriks yang berordo mxn, solve digunakan untuk
menyelesaikan sistem persamaan untuk sekumpulan variabel, simplify

digunakan untuk menyederhanakan ekspresi aljabar. Sedangkan untuk



mendifernsialkan suatu fungsi digunakan statement Diff. Namun pernyataan-
pernyataan awal seperti restart dan deklarasi variabel/konstant yang diperlukan
tidak boleh diabaikan. Untuk membuat grafik pada maple digunakan perintah
plot, plot 2d, plot 3d tergantung dimensi dari pernyataan yang dimiliki. Untuk
membuat gerakan animasi digunakan perintah animate 3d. Setiap perintah pada
Maple harus dituliskan setelah tanda Maple prompt yang diakhiri dengan tanda
titik dua (bila hasilnya tidak akan ditampilkan) atau titik koma (bila hasilnya

akan ditampilkan) (Kartono, 2001 : 1).



BAB 111

METODE PENELITIAN

Pada penelitian ini metode yang penulis gunakan adalah metode studi pustaka.
Langkah-langkah yang dilakukan adalah sebagai berikut.

Menemukan Masalah

Dalam tahap ini dilakukan pencarian sumber pustaka dan memilih bagian dalam sumber pustaka tersebut yang dapat
dijadikan sebagai permasalahan.

Merumuskan Masalah

Tahap ini dimaksudkan untuk memperjelas permasalahan yang telah ditemukan, yaitu:

1. Bagaimana prosedur penggunaan metode matriks untuk menyelesaikan
persamaan diferensial Hill ?

2. Bagaimana aplikasi program Maple untuk visualisasi persamaan diferensial
Hill ?

Studi Pustaka

Dalam tahap ini dilakukan kajian sumber-sumber pustaka dengan cara mengumpulkan data atau informasi yang berkaitan
dengan permasalahan, mengumpulkan konsep pendukung seperti definisi dan teorema serta membuktikan teorema-teorema
yang diperlukan untuk menyelesaikan permasalahan. Sehingga didapat suatu ide mengenai bahan dasar pengembangan
upaya pemecahan masalah.



D. Analisis dan Pemecahan Masalah

Analisis dan pemecahan masalah dilakukan dengan langkah-langkah sebagai berikut.

1. Menyelesaikan persamaan Hill dengan menggunakan aljabar matriks.
2. Mengaplikasikan program Maple untuk visualisasi persamaan Hill.

E.  Penarikan Simpulan

Tahap ini merupakan tahap akhir dari penelitian. Penarikan simpulan dari permasalahan yang dirumuskan berdasarkan
studi pustaka dan pembahasannya.



BAB IV

PEMBAHASAN

PENYELESAIAN PERSAMAAN DIFERENSIAL HILL DENGAN
MENGGUNAKAN ALJABAR MATRIKS

Berikut diberikan penyelesaian persamaan (7) apabila dinyatakan dalam

nilai-nilai awal untuk y() dan ;)(t)zv(t) dengan menggunakan metode

matriks.
Misal u;(t) dan uy(t) merupakan dua solusi bebas linier dari persamaan

fungsi F(t). Dengan demikian solusi umum dari persamaan

2

dt2y+F(t)y=0,0szST, (23)

adalah y(t)z Alul(t)+ Azuz(t). Jadi y(t) dan v(¢) dapat dituliskan dalam bentuk

)’(t):Alul(t)""Az“z(t)’ dan

v(t):AIL.tl(t)+A2uz(t), 0<r<T. (24)

Persamaan (24) dapat dinyatakan dalam bentuk matriks, sebagai berikut.

FEHE N,

dengan A; dan A; adalah sembarang konstant.

Untuk persamaan (25), dipunyai

alt) )
Wf[;u) itza)] 0



Determinan Wronskian persamaan (26) adalah suatu tetapan pada selang pokok
0<t<T, yaitu

0lt) sl

|W0| B ul(t) uz(t

1 =, ()2 (1) = 2 (o, ). 27)

Jelas u,(t) dan uy(t) merupakan dua solusi bebas linier dan |W0| #0. Jadi
matriks (26) mempuyai invers.

e FM b_tz(rT 1{;2(» _m)]_ -

w() wae)] Wl () u,0)
Pada r=0, nilai y(r) dan v(t) dinotasikan sebagai Y, dan v,. Dengan

demikian persamaan (25) menjadi

‘yo} _[(0) u,(0)] H

I/tl(O) uz(O)_

KRR

L (Al ﬁ { 1w (0) —un(O)Myo] (29)

W —u1(0) ul(O) Yo

Al
A,

B el I

1 [%(I)I:‘Z(O)_ itl(o)uz(t)} [ul(o)uz(t)_ ul(t)uz(o)]

I 01 0)= 000|100 0) =i 1) |

Subtitusi nilai { } pada (29) ke persamaan (25) diperoleh



Perhatikan persamaan (23).
Tulis z=t—nT,dengan 0 <7 <T,dan n=0,1,2.3,... . 3D

2

Jadi Z f + F(r)y=0, dengan F(r+nT)=F(z). (32)
T

Jadi persamaan Hill invarian terhadap penggantian variabel (31).
Dengan demikian jelas bahwa penyelesaian berbentuk (30) dapat diperoleh
dalam setiap selang 0 <7 <T . Nilai-nilai akhir y dan i pada akhir satu selang
perubahan nilai F(¢) adalah nilai-nilai awal y dan v dalam selang berikutnya.

Pada akhir periode pokok ¢ = T, persamaan (30) menjadi

™) N[ 5a0) —a(0)][re
MF@LL(;) Jnéﬂ “2) (c()(;)] H >
- %Bﬁii o {:izf‘zs) e
[u () (0) - } i, (O ()~ 1, (Tt (0]
) [5, (1)162(0) = 11(0)na(T) [ Zu(T)uz(o)} |

Dengan menggunakan notasi di atas, persamaan (33) dapat dituliskan dalam

bentuk berikut.

m i [M]RS } i B ﬂ m (39)

Pada  akhir periode kedua dari perubahan  F(¢), diperoleh

R M R A



Demikian juga, dapat dilihat pada akhir periode ke-n, berlaku

1 ]

Selanjutnya penyelesaian di dalam selang ke-(n+1) diberikan oleh

{y} _ Fl(f) ﬁ‘z(f):l (0)  —1,(0) H a8)
Ve Lm@) w@)]|Zp0) w(0) (LY

Persamaan (38) merupakan persamaan Hill pada sembarang waktu 7> 0
yang dinyatakan dalam syarat-syarat awal dan dua penyelesaian bebas linear
persamaan Hill dalam selang pokok 0<7<T.

Contoh penyelesaian persamaan Hill (7) dalam keadaan khusus dengan
F(t) berbentuk riak persegi panjang pada Gb. 3 yang digunakan oleh Meissner
dalam analisisnya tentang getaran batang penggerak lokomotif ( Persamaan
Hill-Meissner ).

Perhatikan persamaan Hill-Meissner berikut.

dzy

t2

+hy=0,0<t<T. (39)
Solusi umum persamaan (39) adalah y(r)= C, sin Jht + C, cos Jht . Jadi nilai

y(t) dan y(t) =v(¢) dapat dituliskan dalam bentuk
y(t)=C, sin Jhi + C, cos Jht , dan

v(t)zx/ZClcos\/Zt—\/ZCZSin\/Zt, 0<t<T.

Pada Gb. 3 diketahui bahwa tinggi riak berubah dari /4; sampai h;, maka

persamaan (39) berubah menjadi



1.

2

d’y T
+ =0, 0<t<—,dan 40
mzlw 5 (40)

d’y T
+hy=0, —<t<T.
gt 2

Pﬂ

Pada selang 0<t < ES

2

Dipunyai % +hy=0.

Solusi umum : y(z) = C,sin Jhit + C, cos \/Et .
Tulis w, = \/h_l .
Jelas y(t)= C,sinwt + C, cosw;t, dan
v(t)=w,C, coswt —w,C,sinw . (41)

Persamaan (41) dapat dinyatakan dalam bentuk matriks
t sin w,t coswt C
y ( ) _ 1 . 1 H (42)
v(t) w,coswit —wsinw || C,
Berdasarkan persamaan (30) diperoleh nilai y(#) dan v(¢) pada ¢ = 0, sebagai

berikut.
{y} 1 { sin wyt coswit } [ —w,sin0 —COSO:| {yo}
v w [ wcoswit —wsinwi || —wcosO  sinO || v,

1] sinwgt coswt |[ 0 —1][y,
w | wcoswit —wsinwt || —w, 0 ]|y,

1[—wcoswt —sinwt }{yo}
2 .
w | wisinwt  —wcoswt || v,

(43)

= w,

sin wyt
| coswyt [ yo}
—w,sinwt coswt

Vo



T
Selanjutnya pada ¢ = EX diperoleh nilai y(z) dan v(¢) sebagai berikut.

. T
S COSWZ smwlz )
{ } = ) W, { 0] (44)
s T T LY
—w, sSImw,— COSW,—
L 2 2

T
2. Pada selang By <t<T.

2

. .d7y
Dipunyai e +hy=0.
Solusi umum : y(z) = C,sin Vhot + C, cos \/h_zt .

Tulis w, = \/h_z .
Jelas y(r) = C,sinw,t + C, cosw,t, dan

v(t) = w,C, cos wyt —w,C, sinw,t .

T
Jelas nilai y dan v pada t=5 adalah nilai-nilai awal y dan v dalam selang

berikutnya % <t <T, maka diperoleh

: T .
, o T SszE e T s1nw15 )
{ } = 22 w, "2 w { 0](45)
Vr T . Yo
—w,sinw,— COSW,— || —w,sInw,— COSW,—
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Tulis K, =cosw,—, K, =cosw,—, L, =sinw,—, L, =sinw, —.
2 2 2 2

L
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(K1K2 _L1L2ﬁj (Kzi"'Klij
_ w W,

{y} b I w,

@ =

1% 1 1%

’ _(Klewz +K2L|W1) [Kle -LL, jj
|

L
KK,-LLt (Kz Lk —Zj
w w, w,
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w

Dengan demikian persamaan (46) berubah menjadi

HRUHYES

Jadi nilai y dan v pada akhir n periode penuh riak persegi panjang Gb. 3

tersebut, diberikan oleh
D FE
y — yO — [M ]n yO )
vi, LF Gl Vo

APLIKASI PROGRAM MAPLE UNTUK VISUALISASI PERSAMAAN
DIFERENSIAL HILL
Berikut akan ditampilkan penyelesaian persamaan

diferensial Hill apabila dinyatakan dalam nilai-nilai

awal untuk y(t) dan y(t)=v(t) pada selang 0<t<T dengan

menggunakan program Maple.

> restart:
> with (ODEtools) :

>with(linalg):



Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

> H:=Diff (y(t),t,t)+F (t) *y () =0;
d2
H:= [MY(I)]'FFU)Y(I):O

>y (t) :=Al*ul (t)+A2*u2(t);
y(t) =Alul(t)+A2u2(t)

>v(t) :=A1*Diff (ul(t),t)+A2*Diff(u2(t),t);

v(t) =Al (:;tul(t)] +A2 (ccllt u2(t)]

>
U(t) :=vector([ul(t),u2(t)]);X(t) :=matrix (2,1, [Al,A2])

U(t) :=[ul(z),u2(1)]

Al
X(t):= [AZ}

>Wr (t) :=wronskian (U(t),t);

ul(t) u2(t)
Wr(t) :=|d d
!dlul(t) Cﬁu2(t)]

>Wrl:=det (Wr(t));
d d
Wrl :=ul(t) (dt u2(t)] —u2(t) (dt ul(t)]

>adj (Wr (t));



d
$u2(t) —u2(t)
d
_(dt ul(t)j ul(t)
>B(t) :=1/Wrl&*adj(Wr(t));

| u2(t) —u2(t)

d
& dt
ul(t)[:lltUZ(t)j u2(t)[u1(t)j ( ul(t)j ul(?)

>Y(0) :=matrix (2,1, [y,v] (0));

y(0)
v(0)

B(t) =

Y(O):=[

>
C:=matrix (2,2, [ul(0),u2(0),Diff(u(0),t),Diff(u2(0),t)

1);

—u(O) —u2(0)

ul(0) u2(0)
C:=|d d
dt

>adj(C);
jtuZ(O) —u2(0)
—(jtu(O)j ul(0)
>X(t) :=1/Wrls* (adj(C)*Y(0));
iuZ(O) —u2(0)

B 1 | dr y(0)
X(1) := J J & [v(())}
ul(t)(dtuZ(t)j—uZ(t)[dt ul(t)j —(dtu(O)j ul(0)

Pada ¢ = 0, diperoleh penyelesaian sebagai berikut.

>Y(t) :=X(t)*Wr(t);



d
! EuZ(O) -u2(0)
Y(1):= &* [

d d
ul(z) (dtuZ(t)j—uZ(t) (dtul(t)j —(:litu(O)j ul(0)

ul(r) u2(t)
LC;; ul(r) 4 u2(t)]

dt

y(0)
v(0)

>P(T) :=vector ([ul(T),u2(T)]);

P(T) :==[ul(T),uv2(T)]



>P[1] (T) :=wronskian (P (T),T);

ul(7T) u2(T)
P(T) —{d d }

Spul(T) —uX(T)

>K(t) :=matrix (2,1, [y,v] (T));

K(1) = [Y(T)}
v(T)
Pada akhir periode pokok ¢ = 7, penyelesaian persamaan Hill menjadi
>K1l(t):=1/Wrle*(P[1] (T)*adj(C)*Y(0));
1
Kl1(¢) := p p &*
ul(r) (dt u2(t)j —u2(t) (dt ul(t)j

{ul(T) u2(T)} ﬁuZ(O) -u2(0)

Ny o)
ﬁul(T) ﬁUZ(T) [;z’ (O)J ul(0) v(0)

>N:=evalm(l/Wrl&*P[1] (T)&*adj(C));

N = ! &*

ul(?) (d u2(t)J —u2(t) (d ul(t)J

[ul(T) ( u2(0)j —-u(T) ( u(O)] —ul(T)u2(0)+u2(T) ul(O)}

(i) - pon) )

[dT ul(T)J u2(0) + [dd u?( T)J ul(O)}



>M:=matrix (2,2, [D,E,F,G])=N;

D E I
AJ:[F G}: d d
uuﬂ(muﬂﬂj—uﬂﬂ(quﬂj

[ul(T) (iuZ(O)]—uZ(T) (;ltu(())j ,—ul(T)u2(0)+u2(T) ul(O):'
[[;Tul(T)j [jt uzm)j—(jTuZ(T)j [jtuw)j,
_[c;iTUI(T)j u2(0)+[;,Tu2(T)j ul(())}

>K1(T) :=matrix (2,2, [D,E,F,G]) *Y (0);

K= 2 E|YO
“|F G||w0)

&*

Pada akhir periode kedua dari perubahan F(¢), didapat
>
L(T) :=matrix (2,1, [y,Vv] (2*T) )=matrix (2,2, [D,E,F,G]) *K(
T);
2
un=llan) s o o)
>P(T) :=matrix (2,1, [y,v] (n*T));

ﬂan

P(T) := [v(n T

Demikian juga, dapat dilihat pada akihr periode ke-n, berlaku

>P[1] (T) :=matrix (2,2, [D,E,F,G])*n*Y (0);

_[D ET[y(0)
P o o)

>R (tau) :=vector([ul (tau) ,u2(tau)l]);
R(7) :=[ul(®),u2(7)]

>R[1] (tau) :=wronskian (R(tau), tau);



ul(t) u2(t)

R(t):=|d

d
It ul(t) I u2(7)

Sedangkan penyelesaian di dalam selang ke-(n+1) diberikan oleh
>
R[2] (tau) :=matrix (2,1, [y, v] (n*T+tau) )=R[1] (tau) *adj (C

) *P (T) ;

ul(t) u2(T) :lituZ(O) -u2(0) y(nT)}

: |
%ul(’c) %UZ(’C) _(;ltu(())j ul(0) v(nT)

_[y(nT+7)
Ryt = [v(n T+ ’C)}

Penyelesaian persamaan difernsial Hill-Meissner dengan menggunakan

Maple, apabila periode pokok dinyatakan 7 dan tinggi riak berubah dari h;
sampai /.
>restart:
>with (ODEtools) :
>with(linalg):

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and

unprotected

T
Pada selang 0<t<—.

2
>Al:=Diff (y(t),t,t)+h[1]*y(t)=0;

d2
Al = (dtz y(t)J +h y(t)=0

>soll:=dsolve (Al,y(t));

soll := y(1)=_CI sin(s/h, 1)+ _C2 cos(/h, 1)



Tulis wlz\/E.
>yl:=sin(w[l]*t);y2:=cos(w[1l]*t);
y1 = sin(w, 1)

y2:=cos(w 1)

>B(t) :=vector([yl,y2]),;B[1] (t) :=matrix (2,1, [C1l,C2]);

B(7) := [sin(wl 1), cos(w1 1]

Cl
=[]

>Wr (t) :=wronskian(B(t),t);

sin(w1 1) cos(w1 t)

Wr(t) := {

cos(w1 1) w, —sin(w1 1) w,
>Wrl:=det (Wr(t));
) 2 2
Wrl = —s1n(w1 t) W, —cos(w1 t) w,

>Wrl:=simplify (Wrl);

Wrl = -w,

>Y(t) :=Wr(t)*B[1] (t);

cos(w1 1) w, —sin(w1 1) w, C2

sin(w, t) cos(w, t)
Y(t):{ Wy W, Mcz}

>B[2] (t) :=adj (Wr(t));

—sin(w1 1) w, —cos(w1 1)
Bz(t) = .
—(:os(w1 ) w, sm(w1 1)

>B[3] (t) :=evalf (subs (t=0, adj(Wr(t))));



-0. -1.
B3(t) = [—1. w O}

1
>Y(0) :=matrix (2,1, [y,v] (0));

Y(O)}

Y(O):{V(O)



>B[1] (t) :=1/Wrl&* (B[3] (t) *Y(0));

_ 1 -0. -1 Ty(0)
B\(1) = (— wlj & {_1‘ " OMV(OJ

Pada ¢ = 0, diperoleh nilai y(#) dan v(¢) sebagai berikut.

>Y(t):=1/Wrle* (Wr(t)*B[3] (t)*Y(0));
1 sin(w1 1) (:os(w1 1) -0.
Y(t):=|—— | &* .
( WIJ {cos(w1 1) w, —sm(w1 1) wj [—1- w,
>Y(t) :=evalm(1l/Wrl*Wr (t)&*B[3] (t))*Y(0);

1. sin(w1 t)

1. cos(w, t) —_— 0
Y(t):= ORI Wi R’EOH

—1. sin(w1 1) w, 1. cos(w1 1)

>Y(T/2) :=matrix (2,1, [y,v](T/2));

Nam y@
2l

T
Sedangkan pada ¢ = P diperoleh nilai y(¢) dan v(¢) sebagai berikut.

>Y(T/2) :=subs (t=T/2, Y(t));

| 1. sin(; w, TJ
1. cos(2 w, T] — y(0)
| 11 v(0)
-1. sin(2 w, Tj w, 1. cos(2 w, Tj

>X(t) :=evalm(1/Wrl*Wr (t)&*B[3] (t));

1
0.

I

y(0)
v(0)

|



1. sin(w1 1)
1. cos(w1 t) —_—
X(t) = Wl

—1. sin(w1 1) w, 1. cos(w1 t)

>X(T/2) :=subs (£t=T/2, X(t));

f—

| 1. sin[2 w, T]
1. cos 5 W, T —_—

w

_

1
—1. sin(2 w, Tj w, 1. cos(2 w, Tj
T
Pada selang EStST.
>A2:=Diff (y(t),t,t)+h[2]*y (t)=0;
d>
A2 :=[dl2y(t)]+h2y(t):0

>sol2:=dsolve (A2,y(t));

sol2 :=y(t)=_CI sin(WT2 N+ _C2 cos(WT2 1)

Tulis w, =\/h_2 .
>yl:=sin(w[2]*t);y2:=cos(w[2] *t);

y1 :=sin( w, t)
y2 = cos(w2 )

>B(t) :=vector([yl,y2]),;B[1l] (t) :=matrix (2,1, [C1l,C2]);

B(t) = [sin(w2 1), cos(w2 ]

Cl
Bl(t) = [CJ

>Wr (t) :=wronskian(B(t),t);



sin( w, 1) cos( w, 1)

Wr(t) :=
i) cos(w2 ) w, —sin(w2 ) w,



>Wrl:=det (Wr(t));
) 2 2
Wrl = —sm(w2 t) w,— (:os(w2 ) w,

>Wrl:=simplify (Wrl);

Wrl :=-w,

>Y(t) :=Wr(t)*B[1l] (t);

C2

sin(w, t) cos(w, 1)
Y(1) ::{ ? ? Ma}

cos(w2 1) w, —sin( w, 1) w,

>B[2] (t) :=adj (Wr(t));
—sin(w2 t) w, —cos(w2 t)}

Bz(t) = {—cos(w2 1) w, sin(w2 1)

>B[3] (t) :=evalf (subs (t=0, adj(Wr(t))));

0. -l
B3(I):=[—1.w 0}

2
>Y(0) :=matrix (2,1, [y,v] (0));

y(O)}

Y(O)::[V(O)

>B[1] (t) :=1/Wrl&* (B[3] (t)*Y(0));

1 . 0. -Lry(0)
B (1) :=(—w2]& {_1.% O.MV(O)}

>Y(t):=1/Wrle* (Wr(t)*B[3] (t)*Y(0));

1 sin( w, 1) cos( w, t)
Y(t):=|——| &* .
[ Wz] cos(wzt)w2 —31n(w2t)w2 [

-0.

—-1. w,

-1
0.

I

y(0)
v(0)

|



>Y(t) :=evalm(1/Wrl*Wr (t)&*B[3] (t))*Y(0);

y(0)
v(0)

1. sin(w2 t)
1. cos(wzt)

Y(t):= 2

—1. sin(w2 1) w, 1. cos(w2 1)

>Y(T/2) :=matrix (2,1, [y,v](T/2));
T
kG
B
{2)

>Y(T/2) :=subs (t=T/2,

T

il

2

Y(t));

1. sin

N\

1 2
l.cos(zw2 TJ "
(1 1
—1. sin EWZT w, 1. cos 5
>Y(T) :=matrix (2,1, [y, v](T));

y(T)
v(T)

y(0)
v(0)

w, TJ

Y(T) = {
Jelas nilai y dan v pada t:E adalah nilai-nilai awal dalam selang berikutnya

<t<T, maka diperoleh

NN

>Y(T) :=X(T/2)*Y(T/2);

Y(T) :=
I 1sin[ 2w T) ]| 1 sin 2w, 7]
| . sin 2w1 | . sin 2w2
l.cos| zw, T —_ l.cos| zw. T
21 w, 2 2 w,

[

|

) ")

1
-1. sin(2 w, Tj w, 1. cos(2 w,

N =

!
-1. sm(2 w, Tj w, 1. cos(

y(0)
v(0)

|



>
Y(T) :=subs(1/2*w[1] *T=(theta) [1],1/2*w[2] *T=(theta) [2

1, Y(T));
1. sin(el) 1. sin(ez)
1.cos(0,) —_— 1.cos(6,) — 0
Y(T) = cos(6, m cos(6, W) REOH

—l.sin(el)w1 l.cos(Gl) —l.sin(ez)w2 1.cos(62)

>Y (T) :=subs (cos ((theta) [1])=K[1l],cos((theta) [2])=K[2]

,sin((theta) [1])=L[1],sin((theta) [2])=L[2], Y(T)),;
1.L1 l.L2
1.K 1.K 0
Y= 0w row moﬂ
—1.L1 w, 1.K1 —1.L2w2 I.K2

>P (t) :=evalm(matrix (2,2, [K[1],L[1]/w[1], -

1*L[1]*w[1],K[1]])&* matrix (2,2, [K[2],L[2]/w[2],-

1*L[2]*w[2],K[2]]));

i L L w K L L K
KKl e S B
b2 W, W, Wy
P(t) := I3 I3
L wK-KL R
LW By TR W, T , T K,

I L Lw KL LK
Kl Kz_ 172 2 1772 n 12
Y(T) = Wi W, W y(0)
a LowlL, v(0)
—L,ow K,—K Lw, - : +K K,

>M:=matrix (2,2, [D,E,F,G])=P(t);



|

D E|_
F G|

L L w KL LK
KIKZ_ 172 2 1 2+ 1772
Wl W2 Wl
LIWILZ
~L,w K,—K Lw, ——+K K,




>Y(T) :=matrix (2,2, [D,E,F,G])*Y (0);
Y[ g
F G| v(0)
>Y (n*T) :=matrix (2,1, [y,Vv] (2*T));

y(2T)
(2 T)

Y(nT):= [
Jadi nilai y dan v pada akhir periode penuh riak persegi panjang Gb.3
diberikan oleh

>Y (n*T) :=matrix (2,2, [D,E,F,G]) *n*Y (0);

vinry .| P E] 30
oDz o o)

Berikut diberikan contoh penyelesaian persamaan diferensial dengan
menggunakan metode matriks di dalam Maple, pada persamaan getaran

takteredam bebas.

Suatu benda dengan berat W = 8 /b merenggangkan pegas sejauh 6 inci = % ft.
Berdasarkan hukum Hooke’s diperoleh nilai k sebesar 8 = k(éj < k=16. Dan

m=" :%, sehingga dapat diturunkan dalam bentuk persamaan diferensial
8

2

d y+16y=0, dengan y(0)=

t2

) y1(0)=1. Persamaan

A=

sebagai berikut : 3
32

tersebut akan diselesaikan menggunakan metode matriks dalam program Maple.
> restart,;

> with (ODEtools) :



>with(linalg):
Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

>with (plots) :
Warning, the name changecoords has been redefined

>A:=8/32*diff (y(t),t,t)+16%*y (t)=0;

1( d?
A :4[(1# y(t)]+ 16 y(1)=0

>A:=diff(y(t),t,t)+64*y(t)=0;
d2
A=|—y(t)|+64y(t)=0
[dtzy( J y(
>soll:=dsolve(A,y(t));

soll :=y(t)=_Clsin(81)+_C2cos(8¢)

>y[1l] :=sin(8*t);y[2] :=cos (8*t) ;

y, =sin(81)
Y, = cos(8 1)

>B(t) :=vector ([y[1l],y[2]]);X(t) :=matrix (2,1, [C1l,C2]);

B(t) :=[sin(8 1), cos(81)]

Cl
X(t) = {CZ}

>Wr (t) :=wronskian(B(t),t);

8cos(8¢r) —8sin(81)

Wr(1) ::[ sin(8 1) cos(8 1) }



>W:=det (Wr(t));
W := -8 sin(8 )% — 8 cos(8 1)*

>W:=simplify (W) ;

W :=-8

>adj(Wr(t));

—8sin(8¢) —cos(8+¢1)
[—8 cos(8¢) sin(8¢) }

>H(t) :=1/W*xadj(Wr(t));

1

H(1) = _g[—S sin(8 1) —cos(8 t)}

—8cos(8¢) sin(81)

>H[1] (t) :=evalm(-1/8*adj(Wr(t)));

sin(8 1) écos(8 1)
Hl(t) =

cos(8 1) —%sin(S t)
>H[1] (0) :=evalf (subs(t=0, H[1](t)));

0. 0.1250000000
HI(O) ::[ }

1. -0.

Dipunyai y(0)=—, y'(0)=1.

N

>Y(0) :=matrix(2,1,[1/4,1]);

|

>X(t) :=evalm(H[1] (0) &*Y (0));

e Y

Y(O):={

0.2500000000

A2
X(1) = {0 50000000}






>Y(t) :=matrix (2,1, [y,v])=evalm(Wr(t)&*X(t));

Y(1) = y |_[0.1250000000 sin(8 7) + 0.2500000000 cos(8 #)
o | 1.000000000 cos(8 ) — 2.000000000 sin(8 )

>n(t):=1/8*sin(8*t)+1/4*cos (8*t);

n(t) := ; sin(8 1) +icos(8 1)

> plot(n(t), t=-10..10, title="Gb. 4. Grafik Solusi

Persamaan A");

Sh. 4. Grafik Solusi Persamaan A




BAB V

PENUTUP

SIMPULAN

Dari hasil pembahasan pada penelitian ini, simpulan yang dapat diambil adalah
sebagai berikut:

2

YL F (t)y =0. Dengan menggunakan metode

Bentuk persamaan Hill adalah —
t

matriks dipeoleh penyelesaian persamaan diferensial Hill pada sembarang

waktu ¢ > 0 yang dinyatakan dalam nilai-nilai awal untuk y(r) dan

y(t) = v(r) dengan dua penyelesaian bebas linier adalah sebagai berikut.

Pada saatt = 0,

(-plt ol ol

Pada saatt =T,

2]l ol o]

Pada akhir periode kedua dari perubahan F (t) ,

] (el s o]

Pada akhir periode ke-n dari perubahan F{(7),



M A e |

Pada akhir periode ke-(rn+1) dari perubahan F{(?),

H :{ul(f) ”2(7):| u2(0)  —1,(0) H

Ve (@) w(@]| Zp0)  w0) |1V

Penginterpretasian hasil output dari program Maple identik dengan interpretasi
hasil penyelesaian secara manual. Namun perhitungan menggunakan

program Maple lebih akurat dibandingkan secara manual. Selain itu,

dengan program Maple akan lebih cepat menentukan solusi matematisnya.

SARAN
Dari simpulan di atas, saran yang dapat penulis berikan adalah sebagai
berikut:
Perlu diadakan penelitian lebih lanjut pada penyelesaian persamaan diferensial
Hill dengan masalah nilai batas.
Semakin berkembang IPTEK, menuntut kita untuk terus bereksplorasi dan
berinovasi dengan konsep matematika yang dimiliki dan fasilitas yang
ada, seperti memanfaatkan software-software matematika untuk

memecahkan persoalan matematis.
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