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ABSTRAK 

 

 
Berbagai masalah fisis dan geometri yang melibatkan dua fungsi atau lebih 

peubah bebas sangat berkaitan dengan persamaan diferensial. Salah satu analisis fisis 

tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk persamaan diferensial, yaitu 

( ) 0
2

2

=+ ytF
dt

yd
, dengan F(t) suatu fungsi periodik. Persamaan tersebut dikenal 

sebagai persamaan diferensial Hill. Untuk menyelesaikan persamaan diferensial Hill 

yang terikat oleh syarat-syarat awal apabila penyelesaiannya tidak harus periodik 

dapat menggunakan metode matriks. Selain itu juga dapat menggunakan program 

Maple untuk menyelesaikan permasalahan yang berkaitan dengan masalah persamaan 

diferensial dan aljabar. 

Berdasarkan hal tersebut permasalahan yang dapat diambil adalah (1) 

Bagaimana prosedur penggunaan metode matriks untuk menyelesaikan persamaan 

diferensial Hill ? (2) Bagaimana aplikasi progam Maple untuk visualisasi persamaan 

diferensial Hill. Tujuan dari penelitian ini adalah (1) Dapat mengetahui cara 

penggunaan aljabar matriks dalam menyelesaikan persamaan diferensial Hill. (2) 

Dapat mengetahui aplikasi program Maple untuk visualisasi persamaan diferensial 

Hill.  

Untuk mencapai tujuan di atas, penelitian dilakukan dengan langkah-langkah 

sebagai berikut. (1) Menemukan masalah dengan cara mencari sumber pustaka dan 

memilih bagian dalam sumber pustaka tersebut yang dapat dijadikan sebagai 

permasalahan. (2) Merumuskan masalah yang sesuai dengan permasalahan yang 

ditemukan. (3) Mengkaji sunber-sumber pustaka yang berkaitan dengan 

permasalahan. (4) Menyelesaikan persamaan diferensial Hill dengan metode matriks 

dan mengaplikasikannya dalam program Maple. (5) Penarikan  simpulan berdasarkan 

studi pustaka dan pembahasannya. 

Dengan menggunakan metode matriks diperoleh penyelesaian persamaan 

diferensial Hill pada sembarang waktu t > 0 yang dinyatakan dalam nilai-nilai awal 

untuk ( )ty   dan ( ) ( )tvty =
•

 dengan dua penyelesaian bebas linier adalah sebagai 

berikut. (1) Pada saat t = 0, 
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. (2) Pada 

saat t = T, 
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. (3) Pada akhir periode 

kedua dari perubahan ( )tF , 
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )





































−

−












=








•

•

••

0

02

11

22

21

21

02 00

001

v

y

uu

uu

TuTu

TuTu

Wv

y

T

. 

(4) Pada akhir periode ke-n dari perubahan F(t), 
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. (5) Pada akhir periode ke-

(n+1) dari perubahan F(t), 
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Simpulan dari hasil pembahasan adalah, penginterpretasian hasil output dari 

program Maple identik dengan interpretasi hasil penyelesaian secara manual. 

Sedangkan saran yang dapat dituliskan adalah, perlu adanya penelitian lebih lanjut 

pada penyelesaian persamaan diferensial Hill dengan masalah nilai batas.  
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

A. LATAR BELAKANG MASALAH 

Matematika adalah salah satu cabang ilmu pengetahuan yang konsep 

dasarnya digunakan untuk pengembangan ilmu-ilmu yang lain. Matematika 

senantiasa dikaji dan dikembangkan agar dapat dimanfaatkan di dalam aspek 

penerapannya. Masalah-masalah dalam dunia nyata dapat lebih mudah 

dimengerti dengan menggunakan pendekatan matematik. Pada umumnya untuk 

menentukan solusi dari masalah-masalah tersebut diperlukan suatu pemodelan 

matematika. 

Adapun langkah-langkah dalam membangun model matematika sebagai 

berikut. 

1. Mengidentifikasi semua besaran yang terlibat dalam masalah tersebut. 

2. Memberi lambang pada semua besaran. 

3. Menentukan satuan untuk semua besaran. 

4. Menentukan besaran mana yang merupakan konstanta dan mana yang 

merupakan variabel. 

5. Menentukan hubungan antara variabel dan konstanta sehingga dapat 

disusun menjadi suatu model matematika. 

6. Mencari solusi model berdasarkan teori-teori dalam matematika. 

7. Menginterpretasikan solusi model yang memunculkan solusi masalah. 



Untuk lebih jelasnya dapat dilihat pada Gb. 1. 

Hukum yang mengendalikan - Identifikasi 

- Lambang 

- Satuan 

- Variabel atau konstanta 

 

                              

   

          

  

 

Gb. 1. Langkah-Langkah Membangun Model Matematika 

Salah satu kajian matematika yang konsep-konsepnya banyak digunakan dalam 

bidang lain adalah persamaan diferensial. Persamaan diferensial merupakan 

persamaan yang memuat satu (atau beberapa) turunan fungsi yang tak diketahui. 

Suatu persamaan diferensial yang memiliki satu variabel bebas disebut persamaan 

diferensial biasa, sedangkan persamaan diferensial yang memiliki lebih dari satu 

variabel bebas disebut persamaan diferensial parsial (Rochmad, 2002 : 3). 

Dalam berbagai masalah fisik dan geometri yang melibatkan dua fungsi 

atau lebih peubah bebas sangat berkaitan dengan persamaan diferensial. Untuk 

masalah fisik yang paling sederhana dapat dimodelkan dengan persamaan 

diferensial biasa, sedangkan masalah fisik yang lain seperti mekanika fluida, 

mekanika padat, teori elekromagnetik, teori potensial, difusi dan sebagainya 

merupakan masalah-masalah fisik yang harus dimodelkan dengan persamaan 

diferensial parsial. 

Masalah 

Konkrit 

Model 

Matematika 

Solusi 

Masalah 

Solusi 

Model 

Menterjemahkan 

Teori matematika 

Interpretasi 

? 



Salah satu analisis matematis dari masalah fisis tersebut dapat 

menghasilkan suatu persamaan diferensial yang dapat disederhanakan ke 

bentuk umum berikut. 

 ( ) 0
2

2

=+ ytF
dt

yd
, (1) 

dengan F(t) suatu fungsi periodik bernilai tunggal dengan periode pokok T yang 

dapat disajikan dengan deret Fourier umum yang berbentuk 

 ( ) ∑ ∑++=
x x

nn nwtBnwtAAtF
1 1

0 sincos , (2) 

dengan 
T

w
π2

= . 

Jika ekspansi deret Fourier untuk F(t) berubah menjadi bentuk 

sederhana 

 ( ) wtAAtF cos10 += , (3) 

maka persamaan (1) dikenal sebagai persamaan diferensial Mathieu. Jika fungsi 

F(t) suatu fungsi periodik, maka persamaan (1) dikenal sebagai persamaan 

diferensial Hill (Pipes, 1991 : 911). 

Sifat dasar analisis yang timbul dari penerapan-penerapan praktis 

menunjukan bahwa analisis tersebut dapat dibagi dalam dua kategori utama. 

Kategori pertama adalah masalah-masalah yang menimbulkan persamaan (1) 

sebagai akibat dari pemisahan variabel suatu masalah nilai batas. Dalam hal ini 

penyelesaian yang sesuai dituntut merupakan fungsi periodik. Sedangkan dalam 

kategori kedua dijumpai masalah-masalah yang dapat dipandang sebagai 



masalah nilai awal yang di dalamnya melibatkan persamaan (1). Dalam hal ini 

penyelesaian-penyelesaian tidak terbatas pada penyelesaian periodik. 

Dalam penulisan ini akan menyajikan suatu metode penyelesaian 

persamaan (1) yang terikat oleh syarat-syarat awal yang ditentukan apabila 

penyelesaiannya tidak disyaratkan harus periodik. Metode yang disajikan dapat 

menyederhanakan penyelesaian persamaan (1) yang terikat oleh syarat-syarat 

awal yang diberikan. Selain itu dengan menggunakan matriks dapat diperoleh 

solusi masing-masing persamaan diferensial yang membangun sistem 

persamaan diferensial secara bersamaan.   

Dalam menentukan penyelesaian persamaan diferensial akan lebih 

mudah dan cepat apabila digunakan suatu alat bantu seperti komputer. Akhir-

akhir ini perkembangan perangkat lunak komputer yang berbasis matematika 

sangatlah pesat. Hal ini terbukti dengan munculnya perangkat lunak yang dapat 

digunakan untuk kepentingan pengembangan matematika maupun 

penerapannya. Salah satu perangkat lunak yang dikembangkan untuk 

kepentingan Sistem Komputer Aljabar (Computer Algebaric System) adalah 

Maple. Maple banyak digunakan oleh para ilmuwan untuk menyelesaikan 

permasalahan-permasalahan matematika, karena Maple merupakan perangkat 

lunak yang lengkap dan komunikatif pada jenisnya. Permasalahan yang dapat 

diselesaikan dengan Maple merupakan permasalahan matematika murni, seperti 

aljabar, geometri, kalkulus, matematika diskret, dan statistika. Berdasarkan hal 

tersebut di atas penulis tertarik untuk mengetahui bagaimana penggunaan 

aljabar matriks dalam menyelesaikan persamaan Hill dan penggunaan Maple 



untuk visualisasinya. Sehingga dalam penulisan skripsi ini penulis mengambil 

judul “ Penyelesaian Persamaan Diferensial Jenis Mathieu-Hill”. 

 

B. PERMASALAHAN 

Permasalahan yang akan dikaji dalam penelitian ini adalah, sebagai berikut. 

1. Bagaimana prosedur penggunaan metode matriks untuk menyelesaikan 

persamaan diferensial  Hill ? 

2. Bagaimana aplikasi program Maple untuk visualisasi persamaan diferensial 

Hill ? 

 

C. TUJUAN PENELITIAN 

Tujuan dari penelitian ini adalah, sebagai berikut. 

1. Dapat mengetahui cara penggunaan aljabar matriks dalam menyelesaikan 

persamaan diferensial Hill. 

2. Dapat mengetahui aplikasi program Maple untuk visualisai persamaan 

diferensial Hill. 

 

D. MANFAAT PENELITIAN 

Manfaat yang diharapkan dari penelitian ini adalah, sebagai berikut. 

1. Membantu mahasiswa dalam mempelajari penyelesaian persamaan 

diferensial Hill dengan menggunakan aljabar matriks sekaligus menambah 

pengetahuan dalam penggunaan program Maple untuk visualisasinya. 



2. Menambah perbendaharaan ilmu dan materi persamaan diferensial di 

jurusan matematika FMIPA UNNES. 

 

E. SISTEMATIKA PENULISAN SKRIPSI 

Penulisan skripsi ini secara garis besar dibagi menjadi tiga bagian, yaitu 

bagian awal, bagian isi, dan bagian akhir. 

Bagian awal, memuat halaman judul, abstrak, halaman pengesahan, halaman 

motto dan persembahan, kata pengantar, daftar isi, dan daftar gambar. 

Bagian isi terbagi atas 5 bab, yaitu: 

 

BAB I PENDAHULUAN 

Membahas tentang alasan pemilihan judul, permasalahan yang 

diangkat, tujuan penelitian, manfaat penelitian, dan sistematika 

penulisan skripsi. 

 

BAB II LANDASAN TEORI 

Mencakup pembahasan materi-materi pendukung yang digunakan 

dalam pemecahan masalah. 

 

BAB III METODE PENELITIAN 

Memaparkan tentang prosedur atau langkah-langkah yang dilakukan 

dalam penelitian ini meliputi menemukan masalah, perumusan 

masalah, studi pustaka, analisis dan pemecahan masalah, penarikan 

simpulan. 

 



BAB IV PEMBAHASAN 

Dalam bab ini berisi pembahasan dan analisis dari hasil penelitian. 

 

BAB V PENUTUP 

Berisi tentang kesimpulan dari hasil pembahasan dan saran yang 

ditujukan untuk pembaca umumnya dan bagi penulis sendiri 

khususnya. 

Bagian akhir memuat daftar pustaka sebagai acuan penulisan yang mendukung 

kelengkapan skripsi ini. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



BAB II 

LANDASAN TEORI 

 

A. PERSAMAAN DIFERENSIAL 

Persamaan diferensial diperoleh berdasarkan pemodelan matematika 

dari permasalahan yang ada di dalam kehidupan sehari-hari. Sebagai contoh 

penerapan matematika pada ilmu fisika, persamaan diferensial dari hukum 

Newton II yang timbul karena gejala alam, bahwa massa kali percepatan dari 

suatu benda sama dengan gaya luar yang bekerja pada benda itu. Misalkan 

benda bermassa m bergerak sepanjang sumbu y pada sistem koordinat kartesius 

maka hukum Newton II dapat dituliskan sebagai 

F
dt

yd
m =

2

2

, (4)  

dengan F melambangkan gaya luar yang bekerja pada benda itu. Persamaan (4) 

merupakan persamaan diferensial karena memuat turunan dari fungsi yang 

tidak diketahui y(t) dengan y sebagai variabel terikat yang tergantung pada 

variabel bebas t. Jadi persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat 

turunan-turunan dari satu atau lebih variabel terikat yang tergantung pada satu 

atau lebih variabel bebas. Beberapa contoh dari persamaan diferensial: 

(1) 102 += t
dt

dy
, 

(2) ty
dt

yd

dt

yd
sin35

2

2

4

4

=++ ,  

(3) 02 =+
∂

∂
+

∂

∂
z

y

z

x

z
, dan  



(4) 0
2

2

2

2

2

2

=
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂

u

z

y

z

x

z
.  

Suatu persamaan diferensial yang memuat turunan biasa dari satu atau lebih 

varibel terikat yang tergantung pada varabel bebas tunggal disebut persamaan 

diferensial biasa, sedangkan persamaan diferensial yang memuat turunan 

parsial dari satu atau lebih variabel terikat yang tergantung pada variabel bebas 

yang tidak tunggal disebut persamaan diferensial parsial. Contoh 1 dan Contoh 

2 adalah persamaan diferensial biasa, sedangkan Contoh 3 dan Contoh 4 

merupakan persamaan diferensial parsial. 

Orde dari persamaan diferensial adalah derajat atau pangkat tertinggi dari 

turunan yang muncul dalam persamaan tersebut. Contoh 1 dan Contoh 3 adalah 

persamaan diferensial orde satu, persamaan (4) merupakan persamaan 

diferensial orde dua, sedangkan persamaan (2) adalah persamaan diferensial 

orde empat. 

Secara umum persamaan diferensial berorde n dapat dituliskan sebagai 

 ( ) ( ) ( )[ ] 0,,,,
1 =tutututF

nΚ . (5) 

Notasi di atas menyatakan hubungan antara varibel bebas t dan nilai-nilai dari 

fungsi ( ) ( ) ( )tututuu n,,,, 1 Κ . 

Suatu fungsi y(t) yang didefinisikan pada suatu interval dikatakan solusi suatu 

persamaan diferensial bila untuk variabel bebas t, maka nilai-nilai y(t) dan 

turunannya bila disubtitusikan memenuhi persamaan diferensial tersebut.  



Contoh solusi persamaan diferensial: 

(1) Solusi dari persamaan diferensial 023
2

2

=+− y
dt

dy

dt

yd
 adalah 

tt BeAey 2+=  dengan A, B sembarang konstan. 

(2) Solusi dari persamaan diferensial 0
2

1
=− y

dt

dy
 adalah 2

1

Cey = , untuk C 

sembarang konstan. 

Solusi pada persamaan diferensial dibedakan menjadi dua yaitu solusi umum 

dan solusi khusus. Solusi umum suatu persamaan diferensial adalah solusi yang 

mengandung sembarang konstan, sedangkan solusi khusus suatu persamaan 

diferensial adalah solusi yang dapat diperoleh dengan memberikan nilai tertentu 

pada sembarang konstan yang terdapat pada solusi umum. 

Klasifikasi penting persamaan diferensial adalah apakah persamaan diferensial 

tersebut linier atau nonlinier. Persamaan diferensial biasa ( )( ) 0,,,, 1 =nyyytF Κ  

dikatakan linier jika F adalah fungsi linier dari variabel ( )nyyy ,,, 1 Κ , definisi 

yang sama dapat diterapkan untuk persamaan diferensial parsial. Jadi 

persamaan diferensial orde-n secara umum dapat ditulis sebagai 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tFytaytayta n

nn =+++ − Κ1

10 , (6) 

dengan naaa ,,, 10 Κ  dan F adalah fungsi-funsi dari t dan ( ) 00 ≠ta . Jika suatu 

persamaan diferensial tidak dapat ditulis dalam bentuk tersebut maka dikatakan 

persamaan diferensial tersebut persamaan diferensial nonlinier. Contoh: 

(1) 065 2

2

2

=++ y
dt

dy

dt

yd
 merupakan persamaan nonlinier. 

(2) t
te

dt

dy
x

dt

yd
x

dt

yd
=++ 3

3

3
2

4

4

  merupakan persamaan linier. 

(3) 065
2

2

=++ y
dt

dy
y

dt

yd
 merupakan persamaan nonlinier. 

Kebanyakan persamaan diferensial nonlinier tidak dapat diselesaikan secara 

eksplisit. Cara yang tepat dalam mempelajari persamaan diferensial nonlinier 

beserta sistemnya adalah dengan membuat persamaan itu menjadi “linier” yaitu 



dengan cara menghampiri persamaan tersebut oleh persamaan diferensial linier 

(hampiran/aproximasi). 

Berikut ini disajikan beberapa contoh mencari solusi persamaan diferensial. 

(1) Perhatikan persamaan diferensial 

( ) 022 =−++ tdydtyty , ( ) 01 =y . 

Persamaan di atas merupakan persamaan diferensial homogen. 

Jelas ( ) 022 =−++ tdydtyty , ( ) 01 =y  

⇔  
t

yty

dt

dy
22 ++

= . 

Dipunyai ( ) 01 =y . 

Jelas 
t

yty

dt

dy
22 ++

=  

  
t

t

y
t

t

y

2

1 







+

+=  

  

2

1 







++=

t

y

t

y
. 

Tulis v
t

y
= . 

Jadi 21 vv
dt

dv
tv ++=+  

⇔  21 v
dt

dv
t +=  

⇔  
t

dt

v

dv
=

+12
 

⇔  ∫ ∫=
+ t

dt

v

dv

12
 

⇔  ctvv lnln1ln 2 +=++ , c suatu konstan 

⇔  tcvv =++ 12 , c suatu konstan 



⇔  tc
t

y

t

y
=++ 1

2

2

, c suatu konstan 

⇔  ctyty
222 =++ , c suatu konstan. 

Dipunyai ( ) 01 =y . 

Jelas ( ) ( ) cyy =++ 111 22  

⇔  1=c . 

Jadi 222
tyty =++ . 

Jelas ( )1
2

1 2 −= ty . 

Jadi solusi khusus dari persamaan diferensial ( ) 022 =−++ tdydtyty  

adalah ( )1
2

1 2 −= ty . 

(2) Perhatikan persamaan diferensial 

,024
2

2

=−+ y
dt

dy

dt

yd ( ) 10 =y , ( ) 201 =y . 

Persamaan karakteristik persamaan diferensial tersebut adalah 

024 22 =−+ rr , yang mempunyai solusi 242 +−  dan 242 −− . 

Jadi ( ) ( )ttr
eety

242

1
1 +−== , dan ( ) ( )ttr

eety
242

2
2 −−== merupakan suatu 

solusi. 

Solusi umumnya merupakan suatu kombinasi linier dari ( )ty1  dan ( )ty2 , 

yaitu : ( ) ( ) ( )tt
eCeCty

242

2

242

1

−−+− += , C1 dan C2 konstan. 

Dipunyai ( ) 10 =y . 

Jelas 121 =+ CC . (1) 

Dipunyai ( ) 201 =y . 

Jelas ( ) ( ) 2242242 21 =−−++− CC . (2) 

Persamaan (1) disubtitusikan ke persamaan (2),  

jadi 
24

2

2

1
1 +=C  dan 

24

2

2

1
2 −=C . 



Dengan mensubtitusikan nilai C1 dan C2 ke persamaan solusi umum 

diperoleh 

( ) ( ) ( )tt
eety

242242

24

2

2

1

24

2

2

1 −−+− 







++








+= . 

Jadi solusi khususnya adalah 

 ( ) ( ) ( )tt
eety

242242

24

2

2

1

24

2

2

1 −−+− 







++








+= .  

B. PERSAMAAN DIFERENSIAL HILL 

Analisis matematis berbagai macam masalah fisis menghasilkan suatu perumusan menyangkut persamaan 

diferensial yang dapat disederhanakan ke dalam bentuk 

 ( ) 0
2

2

=+ ytF
dt

yd
, (7) 

dengan F(t) suatu fungsi periodik bernilai tunggal dengan periode pokok T yang 

dapat disajikan dengan deret Fourier umum yang berbentuk  

 ( ) ∑ ∑++=
y y

nn nwtBnwtAAtF
1 1

0 sincos , (8) 

dengan 
T

w
π2

= . 

Jika ekspansi deret Fourier untuk F(t) berubah menjadi bentuk 

sederhana 

 ( ) wtAAtF cos10 += , (9) 

maka persamaan (7) dikenal sebagai persamaan diferensial Mathieu. Jika fungsi 

F(t) suatu fungsi periodik dengan bentuk umum (8), persamaan (7) dikenal 

sebagai persamaan diferensial Hill. 

Pada dasarnya bentuk umum dari persamaan diferensial Hill adalah 

sebagai berikut. 



   ( ) 0
2

2

=+ ytF
dt

yd
, (10) 

dengan ( ) ( )TtFtF += , ∀ t (Grimshaw, 1990 : 56). 

 

Berikut diberikan beberapa contoh dari persamaan Hill : 

1. Penerapan persamaan Hill dalam sistem fisika, misalkan pendulum 

sederhana yang bergerak sepanjang garis vertikal dengan periode T dan θ 

sebagai sudut antara garis vertikal dengan gerakan pendulum, seperti pada 

Gb. 2.  

 

  

  

 

 

  Gb. 2. Pendulum sederhana  

Dari Gb. 2. persamaan gerak pendulum kearah garis vertikal, ketika 1≤θ , 

dapat ditulis dalam suatu persamaan dengan bentuk  

 ( ) 011211 =++ θζωθ , (11) 

dengan 
l

g
=2ω , l adalah panjang bandul, g adalah gaya percepatan 

gravitasi. Dan ζ(t) merupakan persamaan titik puncak dari pendulum yang 

digerakkan menuju garis vertikal (Grimshaw, 1990 : 57). 

2. Persamaan Hill-Meissner 

( )tζ  

m y 

x 

θ 



Persamaan Hill (7) dalam keadaan khusus dengan F(t) berbentuk riak 

persegi panjang pada Gb. 3. digunakan oleh Meissner dalam analisisnya 

tentang getaran batang penggerak lokomotif.  

 

 

 

 

  

  Gb. 3. Fungsi F(t) yang berbentuk riak persegi panjang 

Dimisalkan T adalah periode pokok riak persegi panjang, dan h adalah 

tinggi riak, sehingga persamaan Hill (7) berubah menjadi 

 0
2

2

=+ hy
dt

yd
, Tt ≤≤0 . (12)  

(Pipes, 1991 : 920) 

 

C. ALJABAR MATRIKS 

Matriks adalah kumpulan bilangan-bilangan yang disusun menurut baris dan 

kolom, sehingga berbentuk persegi panjang. Bilangan-bilangan yang terdapat 

dalam susunan tersebut dinamakan entri dalam matriks (Anton, 1987 : 22). 

Sebuah matriks ( )
ijaA = , i= 1,2,…,m dan j= 1,2,…,n dengan banyaknya baris 

= m serta banyaknya kolom = n dinotasikan sebagai 

 [ ]
nmij

mnmm

n

n

a

aaa

aaa

aaa

A
×

=



















=

Λ

ΜΜΜ

Λ

Λ

21

22221

11211

, (13) 

h1 
h2 

0 

2

T
 

T 

2

3T
 

2T 

F(t) 



dapat pula ditulis sebagai matriks Amxn dimana mxn disebut ukuran (ordo) dari 

matriks A. Apabila matriks tersebut mempunyai baris = kolom = n yang 

berukuran n (berordo n) maka matriks tersebut dikatakan matriks persegi atau 

matriks kuadrat.  

Misalkan A sebuah matriks mxn dan B sebuah matris nxp (banyak kolom A 

sama dengan banyak baris B) maka hasil kali AB adalah matriks mxp yang 

didefinisikan sebagai berikut.  

 ( ) ( ) ( )∑=
n

kjBjiAkiAB
1

,,, , (14) 

dengan i= 1,2,3,…,m dan k= 1,2,3,…,p. Entri-entri dalam AB ditentukan dengan cara menjumlahkan hasil kali entri-entri 

yang bersesuaian dari baris i dalam A dengan kolom j dalam B. Jika banyak kolom di A tidak sama dengan banyak baris di 

B maka hasil kali AB tidak dapat didefinisikan. 

Suatu determinan ordo n adalah skalar yang dihubungkan dengan 

matriks persegi [ ]
( )nxnija  dinotasikan sebagai 

 

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A

Λ

ΜΜΜ

Λ

Λ

21

22221

11211

det = , (15) 

juga dapat ditulis dalam bentuk 

 

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A

Λ

ΜΜΜ

Λ

Λ

21

22221

11211

= . (16) 

Susunan bilangan-bilangan yang berbentuk persegi yang dibatasi 2 garis 

vertikal dengan entri-entri ija  yang didefinisikan kemudian dilambangkan 

dengan A . Istilah-istilah yang perlu didefinisikan dalam teori determinan 

adalah: 

 



1) Minor 

Apabila baris ke-i dan kolom ke-j pada persamaan (16) dihapuskan maka 

akan diperoleh determinan baru. Determinan baru ini didefinisikan sebagai 

minor unsur ija . Sebagai contoh jika A  suatu determinan berordo 5, 

 

5554535251

4544434241

3534333231

2524232221

1514131211

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

A = , 

 maka minor  unsur 32a  dinyatakan dengan 32M , 

 

55545351

45444341

25242321

15141311

32

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

M = . 

2) Kofaktor 

Kofaktor unsur ija  suatu determinan adalah minor unsur  ija  dengan  

disertai tanda padanya, ditentukan oleh bilangan i dan j yang menetapkan 

letak ija  dalam determinan A . 

 ( ) ij

ji

ij MC ⋅−=
+

1 , (17) 

dengan ijC  kofaktor unsur ija  dan ijM  minor unsur ija . 

3) Penghitungan determinan suatu matriks 

Determinan matriks persegi berordo nxn dapat ditentukan dengan rumus 

 ∑
=

=
n

j

ijijCaA
1

.  (18) 



Invers suatu matriks [ ]ijaA =  yang berordo nxn dinyatakan oleh 1−A  

yang merupakan matriks berordo nxn sehingga IAAAA =⋅=⋅ −− 11 . Invers 

suatu matriks dapat ditentukan dengan menggunakan rumus berikut. 

 
( )

( )AAdj
A

A
det

11 =− , (19) 

dengan 

A
-1

  = Invers dari A 

Det (A)  = Determinan dari A 

Adj (A)   = Cof (A)
t
. 

Transpos dari matriks A yang berordo mxn adalah suatu matriks yang 

berordo nxm dengan kolomnya adalah baris pertama dari A, kolom keduanya 

adalah baris kedua dari A, demikian juga dengan kolom ketiga yang merupakan 

baris ketiga dari A, dan seterusnya sesuai dengan ordo dari matriks A. Transpos 

matriks A dinyatakan dengan A
t
. Contoh : 

 



















=

434241

333231

232221

131211
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aaa

aaa

A ,   

















=

43332313

42322212

41312111

aaaa

aaaa

aaaa

A
t .  

Definisi: 

Sebuah vektor W dikatakan kombinasi linier dari vektor-vektor nvvvv ,,,, 321 Κ  

jika vektor W dapat dinyatakan dalam bentuk 

 nnvkvkvkvkW ++++= Λ332211 , 

untuk suatu skalar nkkkk ,,,, 321 Κ (Anton. 1987 : 145). 



 

Contoh : 

Dipunyai 
















−=

2

2

0

1v  dan 
















−

=

1

3

1

2v . 

Tunjukkan 
















=

5

1

3

W  merupakan kombinasi linier dari 1v  dan 2v . 

Penyelesaian : 

Akan ditunjukkan W  kombinasi linier dari 1v  dan 2v . 

Bentuk 2211 vkvkW += . 

Jelas 
















−

+
















−=
















1

3

1

2

2

0

5

1

3

21 kk  

⇔  23 k=  (1) 

⇔  21 321 kk +−=  (2) 

⇔  21 125 kk −= . (3) 

Subtitusi (1) ke (2). 

Jelas ( )3321 1 +−= k  

⇔  921 1 +−= k  

⇔  128 k−=−  

⇔  41 =k . 

Jadi 2121 34, vvWkk +=∋∃ . 



Dengan kata lain W merupakan kombinasi linier dari 1v  dan 2v . 

Definisi : 

Jika { } φ≠= nuuuuV ,,,, 321 Κ , maka persamaan vektor  

  0332211 =++++ nnukukukuk Λ , 

mempunyai paling sedikit satu pemecahan, yakni 

  0321 ===== nkkkk Λ . 

Jika persamaan 0332211 =++++ nnukukukuk Λ  hanya mempunyai pemecahan 

trivial yaitu 0321 ===== nkkkk Λ  maka V dikatakan himpunan bebas linier.  

Jika persamaan 0332211 =++++ nnukukukuk Λ  mempunyai pemecahan non 

trivial maka V dikatakan himpunan bergantung linier (Anton. 1987 : 151). 

Contoh : 

Buktikan { }xxV cos,sin=  bebas linier. 

Bukti : 

Ambil sembarang k1, k2 ∈ R. 

Jelas k1 ain x + k2 cos x = 0. 

Akan dibuktikan k1 = k2 = 0. 

Andaikan k1 ≠ 0 ∨ k2 ≠ 0. 

Jelas k1 ain x + k2 cos x = 0 dan 

 -k2 sin x + k1 cos x = 0. 

⇔  







=

















− 0

0

cos

sin

12

21

x

x

kk

kk
. 

Kasus k1 ≠ 0 ∧ k2 = 0 : 



Jelas k1 sin x = 0 dan 

 k1 cos x = 0. 

Ini suatu kontradiksi. 

Kasus k1 = 0 ∧ k2 ≠ 0 : 

Jelas k2 cos x = 0 dan 

 -k2 sin x = 0. 

Ini suatu kontradiksi. 

Jadi yang benar haruslah k1 = k2 = 0. 

Jadi  { }xxV cos,sin=  bebas linier.  

Definisi : 

Jika f1, f2, …, fn masing-masing bernilai real dengan satu variabel dan 

mempnuyai turunan sampai ke-(n-1) pada interval bxa ≤≤ . Maka determinan 

wronskian dari kumpulan f1, f2, …, fn yang dinotasikan sebagai 

 ( )

( ) ( ) ( )11

2

1

1

11

2

1

1
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21 ,,,

−−−

=

n

n
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n

n

n
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fff

fffW

Λ

ΜΜΜ

Λ

Λ

Κ  

yang dinotasikan sebagai turunan pertama dikatakan determinan Wronskian 

dari fungsi n. Kita perhatikan bahwa ( )nfffW ,,, 21 Κ  adalah fungsi real yang 

didefinisikan pada bxa ≤≤ . Determinan Wronskian nilai x dinyatakan dengan 

( )( )xfffW n,,, 21 Κ  atau ( ) ( ) ( )[ ]xfxfxfW n,,, 21 Κ  (Ross, 1989: 111-112).



Teorema : 

 Dipunyai { }nuuuuS ,,,, 321 Κ=  ui mempunyai turunan sampai ke-(n-1) dan     

ui ≠ 0 ∀  i (i = 1, 2, …, n ).  

Buktikan det Wronskian u1, u2, …, un ≠ 0 ⇔ S bebas linier. 

Bukti : 

⇒ Dipunyai det Wronskian u1, u2, …, un ≠ 0. 

 Ambil sembarang k1, k2, k3, …, kn ∈ R.   

 Jelas k1u1 + k2u2 + k3u3 + …+ knun = 0 

  k1u1
1
 + k2u2

1
 + k3u3

1
 + …+ knun

1
 = 0 

  Μ  

  k1u1
(n-1)

 + k2u2
(n-1)

 + k3u3
(n-1)

 + … + knun
(n-1)

 = 0. 
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Dipunyai det Wronskian u1, u2, …, un ≠ 0. 

Jelas 
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, mempunyai invers. 

Jadi 
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Jelas 
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Dengan kata lain k1 = k2 = k3 = … = kn = 0. 

Jadi S bebas linier. 

⇐ Dipunyai S bebas linier. 

 Jelas k1u1 + k2u2 + k3u3 + …+ knun = 0 

  k1u1
1
 + k2u2

1
 + k3u3

1
 + …+ knun

1
 = 0 

  Μ  

  k1u1
(n-1)

 + k2u2
(n-1)

 + k3u3
(n-1)

 + … + knun
(n-1)

 = 0, 

dengan k1 = k2 = k3 = … = kn = 0. 

Andaikan det Wronskian u1, u2, …, un = 0. 

 Jelas k1u1 + k2u2 + k3u3 + …+ knun = 0 

  k1u1
1
 + k2u2

1
 + k3u3

1
 + …+ knun

1
 = 0 

  Μ  

  k1u1
(n-1)

 + k2u2
(n-1)

 + k3u3
(n-1)

 + … + knun
(n-1)

 = 0, 

mempunyai penyelesaian yang tidak tunggal. 

Ini suatu kontradiksi. 

Jadi yang benar adalah det Wronskian u1, u2, …, un ≠ 0. 

Jadi det Wronskian u1, u2, …, un ≠ 0 ⇔ S bebas linier. 

 



D. MAPLE 

Maple merupakan salah satu perangkat lunak yang dikembangkan oleh 

Waterloo Inc. Kanada untuk keperluan Sistem Komputer Aljabar (Computer 

Algebraic System). Menu-menu yang terdapat pada tampilan Maple hampir 

sama dengan menu standar yang dikembangkan untuk program aplikasi pada 

sistem windows, seperti menu File, Edit, View, Insert, Format, Spreadsheet, 

Option, Window, dan Help. 

Maple sering digunakan untuk keperluan penyelesaian permasalahan 

persamaan diferensial dan visualisasinya. Maple memiliki kemampuan untuk 

menyederhanakan persamaan, sehingga suatu solusi persamaan diferensial 

dapat dipahami dengan baik. Keunggulan lain dari Maple dalam aplikasi 

persamaan diferensial adalah kemampuan melakukan animasi (gerakan) grafik 

dari suatu fenomena gerakan yang dimodelkan ke dalam persamaan diferensial 

yang memiliki nilai awal dan syarat batas. 

Bahasa yang digunakan pada Maple merupakan bahasa pemograman 

yang sekaligus sebagai bahasa aplikasi, sebab pernyataan atau statement yang 

merupakan input pada Maple berupa deklarasi pada bahasa program dan 

perintah yang sering digunakan pada bahasa aplikasi. 

Statement yang sering digunakan untuk keperluan menyelesaikan 

permasalahan persamaan matriks antara lain: matrix(m,n,L) digunakan untuk 

mendefinisikan matriks yang berordo mxn, solve digunakan untuk 

menyelesaikan sistem persamaan untuk sekumpulan variabel, simplify 

digunakan untuk menyederhanakan ekspresi aljabar. Sedangkan untuk 



mendifernsialkan suatu fungsi digunakan statement Diff. Namun pernyataan-

pernyataan awal seperti restart dan deklarasi variabel/konstant yang diperlukan 

tidak boleh diabaikan. Untuk membuat grafik pada maple digunakan perintah 

plot, plot 2d, plot 3d tergantung dimensi dari pernyataan yang dimiliki. Untuk 

membuat gerakan animasi digunakan perintah animate 3d. Setiap perintah pada 

Maple harus dituliskan setelah tanda Maple prompt yang diakhiri dengan tanda 

titik dua (bila hasilnya tidak akan ditampilkan) atau titik koma (bila hasilnya 

akan ditampilkan) (Kartono, 2001 : 1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



BAB III 

METODE PENELITIAN 

 

Pada penelitian ini metode yang penulis gunakan adalah metode studi pustaka. 

Langkah-langkah yang dilakukan adalah sebagai berikut. 

A. Menemukan Masalah 

Dalam tahap ini dilakukan pencarian sumber pustaka dan memilih bagian  dalam sumber pustaka tersebut yang dapat 

dijadikan sebagai permasalahan. 

B. Merumuskan Masalah 

Tahap ini dimaksudkan untuk memperjelas permasalahan yang telah ditemukan, yaitu: 

1. Bagaimana prosedur penggunaan metode matriks untuk menyelesaikan 

persamaan diferensial Hill ? 

2. Bagaimana aplikasi program Maple untuk visualisasi persamaan diferensial 

Hill ? 

C. Studi Pustaka 

Dalam tahap ini dilakukan kajian sumber-sumber pustaka dengan cara mengumpulkan data atau informasi yang berkaitan 

dengan permasalahan, mengumpulkan konsep pendukung seperti definisi dan teorema serta membuktikan teorema-teorema 

yang diperlukan untuk menyelesaikan permasalahan. Sehingga didapat suatu ide mengenai bahan dasar pengembangan 

upaya pemecahan masalah. 



D. Analisis dan Pemecahan Masalah 

Analisis dan pemecahan masalah dilakukan dengan langkah-langkah sebagai berikut. 

1. Menyelesaikan persamaan Hill dengan menggunakan aljabar matriks. 

2. Mengaplikasikan program Maple untuk visualisasi persamaan Hill. 

E. Penarikan Simpulan 

Tahap ini merupakan tahap akhir dari penelitian. Penarikan simpulan dari permasalahan yang dirumuskan berdasarkan 

studi pustaka dan pembahasannya. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



BAB IV 

PEMBAHASAN 

 

A. PENYELESAIAN PERSAMAAN DIFERENSIAL HILL DENGAN 

MENGGUNAKAN ALJABAR MATRIKS 

Berikut diberikan penyelesaian persamaan (7) apabila dinyatakan dalam 

nilai-nilai awal untuk ( )ty  dan ( ) ( )tvty =
•

 dengan menggunakan metode 

matriks. 

Misal u1(t) dan u2(t) merupakan dua solusi bebas linier dari persamaan 

fungsi F(t). Dengan demikian solusi umum dari persamaan  

 ( ) 0
2

2

=+ ytF
dt

yd
, Tt ≤≤0 ,  (23) 

adalah ( ) ( ) ( )tuAtuAty 2211 += . Jadi y(t) dan v(t) dapat dituliskan dalam bentuk   

( ) ( ) ( )tuAtuAty 2211 += , dan 

 ( ) ( ) ( )tuAtuAtv 2211

••

+= ,  Tt ≤≤0 . (24) 

Persamaan (24) dapat dinyatakan dalam bentuk matriks, sebagai berikut. 
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dengan A1 dan A2 adalah sembarang konstant. 

Untuk persamaan (25), dipunyai 
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Determinan Wronskian persamaan (26) adalah suatu tetapan pada selang pokok 

Tt ≤≤0 , yaitu 
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Jelas u1(t) dan u2(t) merupakan dua solusi bebas linier dan 00 ≠W . Jadi 

matriks (26) mempuyai invers. 
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Pada 0=t , nilai ( )ty  dan ( )tv  dinotasikan sebagai 0y  dan 0v . Dengan 

demikian persamaan  (25) menjadi 
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Subtitusi nilai 
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A
 pada (29) ke persamaan (25) diperoleh 
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Perhatikan persamaan (23). 

Tulis nTt −=τ , dengan T≤≤ τ0 , dan ,...3.2,1,0=n  .   (31) 

Jadi ( ) 0
2

2

=+ yF
d

yd
τ

τ
, dengan ( ) ( )ττ FnTF =+ . (32) 

Jadi persamaan Hill invarian terhadap penggantian variabel (31). 

Dengan demikian jelas bahwa penyelesaian berbentuk (30) dapat diperoleh 

dalam setiap selang T≤≤ τ0 . Nilai-nilai akhir y dan i pada akhir  satu selang 

perubahan nilai F(t) adalah nilai-nilai awal y dan v dalam selang berikutnya. 

Pada akhir periode pokok t = T, persamaan (30) menjadi 
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Dengan menggunakan notasi di atas, persamaan (33) dapat dituliskan dalam 

bentuk berikut. 
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Pada akhir periode kedua dari perubahan ( )tF , diperoleh
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Demikian juga, dapat dilihat pada akhir periode ke-n, berlaku 
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Selanjutnya penyelesaian di dalam selang ke-(n+1) diberikan oleh 
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Persamaan (38) merupakan persamaan Hill pada sembarang waktu t > 0 

yang dinyatakan dalam syarat-syarat awal dan dua penyelesaian bebas linear 

persamaan Hill dalam selang pokok Tt ≤≤0 . 

Contoh penyelesaian persamaan Hill (7) dalam keadaan khusus dengan 

F(t) berbentuk riak persegi panjang pada Gb. 3 yang digunakan oleh Meissner 

dalam analisisnya tentang getaran batang penggerak lokomotif ( Persamaan 

Hill-Meissner ). 

Perhatikan persamaan Hill-Meissner berikut. 

 0
2

2

=+ hy
dt

yd
, Tt ≤≤0 . (39) 

Solusi umum persamaan (39) adalah ( ) thCthCty cossin 21 += . Jadi nilai 

y(t) dan ( ) ( )tvty =
•

 dapat dituliskan dalam bentuk 

 ( ) thCthCty cossin 21 += , dan 

 ( ) thChthChtv sincos 21 −= , Tt ≤≤0 .   

Pada Gb. 3 diketahui bahwa tinggi riak berubah dari h1 sampai h2, maka 

persamaan (39) berubah menjadi 



 012

2

=+ yh
dt

yd
, 

2
0

T
t ≤≤ , dan (40) 

 022

2

=+ yh
dt

yd
, Tt

T
≤≤

2
. 

1. Pada selang 
2

0
T

t ≤≤ . 

 Dipunyai 012

2

=+ yh
dt

yd
. 

Solusi umum : ( ) thCthCty 1211 cossin += . 

Tulis 11 hw = . 

Jelas ( ) twCtwCty 1211 cossin += , dan 

 ( ) twCwtwCwtv 121111 sincos −= . (41) 

Persamaan (41) dapat dinyatakan dalam bentuk matriks 
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Berdasarkan persamaan (30) diperoleh nilai y(t) dan v(t) pada t = 0, sebagai 

berikut. 
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Selanjutnya pada 
2

T
t = , diperoleh nilai y(t) dan v(t) sebagai berikut. 
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2. Pada selang Tt
T

≤≤
2

. 

Dipunyai 022

2

=+ yh
dt

yd
. 

Solusi umum : ( ) thCthCty 2221 cossin += . 

Tulis  22 hw = . 

Jelas ( ) twCtwCty 2221 cossin += , dan 

 ( ) twCwtwCwtv 222212 sincos −= . 

Jelas nilai y dan v pada 
2

T
t =  adalah nilai-nilai awal y dan v dalam selang 

berikutnya  Tt
T

≤≤
2

, maka diperoleh 
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 ⇔  

( )




















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











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



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


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


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
−

=








0

0
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2
2121112221
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.    (46) 

Tulis [ ]
( )












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







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


−+−
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
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
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







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


−

=
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




=
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2
2121112221

2

2
1

1

1
2

1
2121

w

w
LLKKwLKwLK

w

L
K

w

L
K

w

w
LLKK

GF

ED
M . 

Dengan demikian persamaan (46) berubah menjadi 

  [ ] 















=








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


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



0

0

0

0
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y

GF

ED

v

y
M

v

y

T

. 

 Jadi nilai y dan v pada akhir n periode penuh riak persegi panjang Gb. 3 

tersebut, diberikan oleh 

  [ ] 







=










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
=




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



0

0

0

0

v

y
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v

y

GF

ED

v

y n

nT

. 

 

B. APLIKASI PROGRAM MAPLE UNTUK VISUALISASI PERSAMAAN 

DIFERENSIAL HILL 

Berikut akan ditampilkan penyelesaian persamaan 

diferensial Hill apabila dinyatakan dalam nilai-nilai 

awal untuk y(t) dan ( ) ( )tvty =
•

 pada selang Tt ≤≤0  dengan 

menggunakan program Maple. 

> restart: 

> with(ODEtools): 

> with(linalg): 



Warning, the protected names norm and trace have been redefined and 

unprotected 

> H:=Diff(y(t),t,t)+F(t)*y(t)=0; 

 

 := H  =  + 








d

d2

t2
( )y t ( )F t ( )y t 0  

> y(t):=A1*u1(t)+A2*u2(t); 

  := ( )y t  + A1 ( )u1 t A2 ( )u2 t  

> v(t):=A1*Diff(u1(t),t)+A2*Diff(u2(t),t); 

 
 := ( )v t  + A1 






d

d

t
( )u1 t A2 






d

d

t
( )u2 t  

> 

U(t):=vector([u1(t),u2(t)]);X(t):=matrix(2,1,[A1,A2])

;  

  := ( )U t [ ],( )u1 t ( )u2 t  

 
 := ( )X t 









A1

A2
 

> Wr(t):=wronskian(U(t),t); 

 

 := ( )Wr t












( )u1 t ( )u2 t

d

d

t
( )u1 t

d

d

t
( )u2 t

 

> Wr1:=det(Wr(t)); 

 
 := Wr1  − ( )u1 t 






d

d

t
( )u2 t ( )u2 t 






d

d

t
( )u1 t  

> adj(Wr(t)); 



 













d

d

t
( )u2 t − ( )u2 t

−





d

d

t
( )u1 t ( )u1 t

 

> B(t):=1/Wr1&*adj(Wr(t)); 

 := ( )B t
1

 − ( )u1 t 





d

d

t
( )u2 t ( )u2 t 






d

d

t
( )u1 t

&*













d

d

t
( )u2 t − ( )u2 t

−





d

d

t
( )u1 t ( )u1 t

 

> Y(0):=matrix(2,1,[y,v](0)); 

 
 := ( )Y 0 









( )y 0

( )v 0
 

> 

C:=matrix(2,2,[u1(0),u2(0),Diff(u(0),t),Diff(u2(0),t)

]); 

 

 := C












( )u1 0 ( )u2 0

d

d

t
( )u 0

d

d

t
( )u2 0

 

> adj(C); 

 













d

d

t
( )u2 0 − ( )u2 0

−





d

d

t
( )u 0 ( )u1 0

 

> X(t):=1/Wr1&*(adj(C)*Y(0)); 

 := ( )X t
1

 − ( )u1 t 





d

d

t
( )u2 t ( )u2 t 






d

d

t
( )u1 t

&*













d

d

t
( )u2 0 − ( )u2 0

−





d

d

t
( )u 0 ( )u1 0











( )y 0

( )v 0
 

Pada t = 0, diperoleh penyelesaian sebagai berikut.  

> Y(t):=X(t)*Wr(t); 



( )Y t













1

 − ( )u1 t 





d

d

t
( )u2 t ( )u2 t 






d

d

t
( )u1 t

&*













d

d

t
( )u2 0 − ( )u2 0

−





d

d

t
( )u 0 ( )u1 0











( )y 0

( )v 0
 := 













( )u1 t ( )u2 t

d

d

t
( )u1 t

d

d

t
( )u2 t

 

> P(T):=vector([u1(T),u2(T)]); 

  := ( )P T [ ],( )u1 T ( )u2 T  



> P[1](T):=wronskian(P(T),T); 

 

 := ( )P
1

T












( )u1 T ( )u2 T

d

d

T
( )u1 T

d

d

T
( )u2 T

 

> K(t):=matrix(2,1,[y,v](T)); 

 
 := ( )K t 









( )y T

( )v T
 

Pada akhir periode pokok t = T, penyelesaian persamaan Hill menjadi 

> K1(t):=1/Wr1&*(P[1](T)*adj(C)*Y(0)); 

 

( )K1 t
1

 − ( )u1 t 





d

d

t
( )u2 t ( )u2 t 






d

d

t
( )u1 t

&* := 













( )u1 T ( )u2 T

d

d

T
( )u1 T

d

d

T
( )u2 T













d

d

t
( )u2 0 − ( )u2 0

−





d

d

t
( )u 0 ( )u1 0











( )y 0

( )v 0
 

> N:=evalm(1/Wr1&*P[1](T)&*adj(C)); 

N
1

 − ( )u1 t 





d

d

t
( )u2 t ( )u2 t 






d

d

t
( )u1 t

&* := 



 , 


 − ( )u1 T 






d

d

t
( )u2 0 ( )u2 T 






d

d

t
( )u 0 −  + ( )u1 T ( )u2 0 ( )u2 T ( )u1 0

 − 





d

d

T
( )u1 T 






d

d

t
( )u2 0 






d

d

T
( )u2 T 






d

d

t
( )u 0


 ,

−  + 





d

d

T
( )u1 T ( )u2 0 






d

d

T
( )u2 T ( )u1 0 




 



> M:=matrix(2,2,[D,E,F,G])=N; 

M 









D E

F G

1

 − ( )u1 t 







d

d

t
( )u2 t ( )u2 t 







d

d

t
( )u1 t

&* =  := 




 , 


 − ( )u1 T 







d

d

t
( )u2 0 ( )u2 T 







d

d

t
( )u 0 −  + ( )u1 T ( )u2 0 ( )u2 T ( )u1 0

 − 





d

d

T
( )u1 T 






d

d

t
( )u2 0 






d

d

T
( )u2 T 






d

d

t
( )u 0


 ,

−  + 





d

d

T
( )u1 T ( )u2 0 






d

d

T
( )u2 T ( )u1 0 




 

> K1(T):=matrix(2,2,[D,E,F,G])*Y(0); 

 
 := ( )K1 T 









D E

F G











( )y 0

( )v 0
 

Pada akhir periode kedua dari perubahan F(t), didapat 

> 

L(T):=matrix(2,1,[y,v](2*T))=matrix(2,2,[D,E,F,G])*K(

T); 

 
 := ( )L T  = 









( )y 2 T

( )v 2 T











D E

F G

2











( )y 0

( )v 0
 

> P(T):=matrix(2,1,[y,v](n*T)); 

 
 := ( )P T 









( )y n T

( )v n T
 

Demikian juga, dapat dilihat pada akihr periode ke-n, berlaku 

> P[1](T):=matrix(2,2,[D,E,F,G])^n*Y(0); 

 
 := ( )P

1
T 









D E

F G

n











( )y 0

( )v 0
 

> R(tau):=vector([u1(tau),u2(tau)]); 

   := ( )R τ [ ],( )u1 τ ( )u2 τ  

> R[1](tau):=wronskian(R(tau),tau); 



  

 := ( )R
1

τ












( )u1 τ ( )u2 τ

d

d

τ
( )u1 τ

d

d

τ
( )u2 τ

 

Sedangkan penyelesaian di dalam selang ke-(n+1) diberikan oleh 

> 

R[2](tau):=matrix(2,1,[y,v](n*T+tau))=R[1](tau)*adj(C

)*P(T); 

 := ( )R
2

τ  = 









( )y  + n T τ

( )v  + n T τ













( )u1 τ ( )u2 τ

d

d

τ
( )u1 τ

d

d

τ
( )u2 τ













d

d

t
( )u2 0 − ( )u2 0

−





d

d

t
( )u 0 ( )u1 0











( )y n T

( )v n T
 

Penyelesaian persamaan difernsial Hill-Meissner dengan menggunakan 

Maple, apabila periode pokok dinyatakan T dan tinggi riak berubah dari h1 

sampai h2. 

> restart: 

> with(ODEtools): 

> with(linalg): 

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and 

unprotected 

Pada selang 
2

0
T

t ≤≤ . 

> A1:=Diff(y(t),t,t)+h[1]*y(t)=0; 

 

 := A1  =  + 








d

d2

t2
( )y t h

1
( )y t 0  

> sol1:=dsolve(A1,y(t)); 

 
 := sol1  = ( )y t  + _C1 ( )sin h

1
t _C2 ( )cos h

1
t  



Tulis 11 hw = . 

> y1:=sin(w[1]*t);y2:=cos(w[1]*t); 

 
 := y1 ( )sin w

1
t  

 
 := y2 ( )cos w

1
t  

> B(t):=vector([y1,y2]);B[1](t):=matrix(2,1,[C1,C2]); 

 
 := ( )B t [ ],( )sin w

1
t ( )cos w

1
t  

 
 := ( )B

1
t 









C1

C2
 

> Wr(t):=wronskian(B(t),t); 

 

 := ( )Wr t












( )sin w
1

t ( )cos w
1

t

( )cos w
1

t w
1

− ( )sin w
1

t w
1

 

> Wr1:=det(Wr(t)); 

 
 := Wr1 −  − ( )sin w

1
t

2
w

1
( )cos w

1
t

2
w

1
 

> Wr1:=simplify(Wr1); 

 
 := Wr1 −w

1
 

> Y(t):=Wr(t)*B[1](t); 

 

 := ( )Y t












( )sin w
1

t ( )cos w
1

t

( )cos w
1

t w
1

− ( )sin w
1

t w
1











C1

C2
 

> B[2](t):=adj(Wr(t)); 

 

 := ( )B
2

t












− ( )sin w
1

t w
1

− ( )cos w
1

t

− ( )cos w
1

t w
1

( )sin w
1

t
 

> B[3](t):=evalf(subs(t=0, adj(Wr(t)))); 



 

 := ( )B
3

t










-0. -1.

−1. w
1

0.
 

> Y(0):=matrix(2,1,[y,v](0)); 

 
 := ( )Y 0 









( )y 0

( )v 0
 



> B[1](t):=1/Wr1&*(B[3](t)*Y(0)); 

 

 := ( )B
1

t 









−
1

w
1

&*










-0. -1.

−1. w
1

0.










( )y 0

( )v 0
 

Pada t = 0, diperoleh nilai y(t) dan v(t) sebagai berikut. 

> Y(t):=1/Wr1&*(Wr(t)*B[3](t)*Y(0)); 

 

 := ( )Y t 









−
1

w
1

&*












( )sin w
1

t ( )cos w
1

t

( )cos w
1

t w
1

− ( )sin w
1

t w
1











-0. -1.

−1. w
1

0.










( )y 0

( )v 0
 

> Y(t):=evalm(1/Wr1*Wr(t)&*B[3](t))*Y(0); 

 

 := ( )Y t













1. ( )cos w
1

t
1. ( )sin w

1
t

w
1

−1. ( )sin w
1

t w
1

1. ( )cos w
1

t











( )y 0

( )v 0
 

> Y(T/2):=matrix(2,1,[y,v](T/2)); 

 

 := 





Y

T

2



















y

T

2







v

T

2

 

Sedangkan pada 
2

T
t = , diperoleh nilai y(t) dan v(t) sebagai berikut. 

> Y(T/2):=subs(t=T/2, Y(t)); 

 

 := 





Y

T

2













1. 





cos

1

2
w

1
T

1. 





sin

1

2
w

1
T

w
1

−1. 





sin

1

2
w

1
T w

1
1. 






cos

1

2
w

1
T











( )y 0

( )v 0
 

> X(t):=evalm(1/Wr1*Wr(t)&*B[3](t)); 



 

 := ( )X t













1. ( )cos w
1

t
1. ( )sin w

1
t

w
1

−1. ( )sin w
1

t w
1

1. ( )cos w
1

t

 

> X(T/2):=subs(t=T/2, X(t)); 

 

 := 





X

T

2













1. 





cos

1

2
w

1
T

1. 





sin

1

2
w

1
T

w
1

−1. 





sin

1

2
w

1
T w

1
1. 






cos

1

2
w

1
T

 

Pada selang Tt
T

≤≤
2

. 

> A2:=Diff(y(t),t,t)+h[2]*y(t)=0; 

 

 := A2  =  + 








d

d2

t2
( )y t h

2
( )y t 0  

> sol2:=dsolve(A2,y(t)); 

 
 := sol2  = ( )y t  + _C1 ( )sin h

2
t _C2 ( )cos h

2
t  

Tulis 22 hw = .  

> y1:=sin(w[2]*t);y2:=cos(w[2]*t); 

 
 := y1 ( )sin w

2
t  

 
 := y2 ( )cos w

2
t  

> B(t):=vector([y1,y2]);B[1](t):=matrix(2,1,[C1,C2]); 

 
 := ( )B t [ ],( )sin w

2
t ( )cos w

2
t  

 
 := ( )B

1
t 









C1

C2
 

> Wr(t):=wronskian(B(t),t); 



 

 := ( )Wr t












( )sin w
2

t ( )cos w
2

t

( )cos w
2

t w
2

− ( )sin w
2

t w
2

 



> Wr1:=det(Wr(t)); 

 
 := Wr1 −  − ( )sin w

2
t

2
w

2
( )cos w

2
t

2
w

2
 

> Wr1:=simplify(Wr1); 

 
 := Wr1 −w

2
 

> Y(t):=Wr(t)*B[1](t); 

 

 := ( )Y t












( )sin w
2

t ( )cos w
2

t

( )cos w
2

t w
2

− ( )sin w
2

t w
2











C1

C2
 

> B[2](t):=adj(Wr(t)); 

 

 := ( )B
2

t












− ( )sin w
2

t w
2

− ( )cos w
2

t

− ( )cos w
2

t w
2

( )sin w
2

t
 

> B[3](t):=evalf(subs(t=0, adj(Wr(t)))); 

 

 := ( )B
3

t










-0. -1.

−1. w
2

0.
 

> Y(0):=matrix(2,1,[y,v](0)); 

 
 := ( )Y 0 









( )y 0

( )v 0
 

> B[1](t):=1/Wr1&*(B[3](t)*Y(0)); 

 

 := ( )B
1

t 









−
1

w
2

&*










-0. -1.

−1. w
2

0.










( )y 0

( )v 0
 

> Y(t):=1/Wr1&*(Wr(t)*B[3](t)*Y(0)); 

 

 := ( )Y t 









−
1

w
2

&*












( )sin w
2

t ( )cos w
2

t

( )cos w
2

t w
2

− ( )sin w
2

t w
2











-0. -1.

−1. w
2

0.










( )y 0

( )v 0
 



> Y(t):=evalm(1/Wr1*Wr(t)&*B[3](t))*Y(0); 

 

 := ( )Y t













1. ( )cos w
2

t
1. ( )sin w

2
t

w
2

−1. ( )sin w
2

t w
2

1. ( )cos w
2

t











( )y 0

( )v 0
 

> Y(T/2):=matrix(2,1,[y,v](T/2)); 

 

 := 





Y

T

2



















y

T

2







v

T

2

 

> Y(T/2):=subs(t=T/2, Y(t)); 

 

 := 





Y

T

2













1. 





cos

1

2
w

2
T

1. 





sin

1

2
w

2
T

w
2

−1. 





sin

1

2
w

2
T w

2
1. 






cos

1

2
w

2
T











( )y 0

( )v 0
 

> Y(T):=matrix(2,1,[y,v](T)); 

 
 := ( )Y T 









( )y T

( )v T
 

Jelas nilai  y dan v pada 
2

T
t =  adalah nilai-nilai awal dalam selang berikutnya  

Tt
T

≤≤
2

, maka diperoleh  

> Y(T):=X(T/2)*Y(T/2); 

 ( )Y T  := 













1. 





cos

1

2
w

1
T

1. 





sin

1

2
w

1
T

w
1

−1. 





sin

1

2
w

1
T w

1
1. 






cos

1

2
w

1
T













1. 





cos

1

2
w

2
T

1. 





sin

1

2
w

2
T

w
2

−1. 





sin

1

2
w

2
T w

2
1. 






cos

1

2
w

2
T











( )y 0

( )v 0
 



> 

Y(T):=subs(1/2*w[1]*T=(theta)[1],1/2*w[2]*T=(theta)[2

], Y(T)); 

 

 := ( )Y T













1. ( )cos θ
1

1. ( )sin θ
1

w
1

−1. ( )sin θ
1

w
1

1. ( )cos θ
1













1. ( )cos θ
2

1. ( )sin θ
2

w
2

−1. ( )sin θ
2

w
2

1. ( )cos θ
2











( )y 0

( )v 0
 

>Y(T):=subs(cos((theta)[1])=K[1],cos((theta)[2])=K[2]

,sin((theta)[1])=L[1],sin((theta)[2])=L[2], Y(T)); 

 

 := ( )Y T













1. K
1

1. L
1

w
1

−1. L
1

w
1

1. K
1













1. K
2

1. L
2

w
2

−1. L
2

w
2

1. K
2











( )y 0

( )v 0
 

>P(t):=evalm(matrix(2,2,[K[1],L[1]/w[1],-

1*L[1]*w[1],K[1]])&* matrix(2,2,[K[2],L[2]/w[2],-

1*L[2]*w[2],K[2]])); 

 

 := ( )P t













 − K
1

K
2

L
1

L
2

w
2

w
1

 + 
K

1
L

2

w
2

L
1

K
2

w
1

−  − L
1

w
1

K
2

K
1

L
2

w
2

−  + 
L

1
w

1
L

2

w
2

K
1

K
2

 

> Y(T):=P(t)*Y(0); 

 

 := ( )Y T













 − K
1

K
2

L
1

L
2

w
2

w
1

 + 
K

1
L

2

w
2

L
1

K
2

w
1

−  − L
1

w
1

K
2

K
1

L
2

w
2

−  + 
L

1
w

1
L

2

w
2

K
1

K
2











( )y 0

( )v 0
 

> M:=matrix(2,2,[D,E,F,G])=P(t); 



 

 := M  = 









D E

F G













 − K
1

K
2

L
1

L
2

w
2

w
1

 + 
K

1
L

2

w
2

L
1

K
2

w
1

−  − L
1

w
1

K
2

K
1

L
2

w
2

−  + 
L

1
w

1
L

2

w
2

K
1

K
2

 



> Y(T):=matrix(2,2,[D,E,F,G])*Y(0); 

 
 := ( )Y T 









D E

F G











( )y 0

( )v 0
 

> Y(n*T):=matrix(2,1,[y,v](2*T)); 

 
 := ( )Y n T 









( )y 2 T

( )v 2 T
 

Jadi nilai y dan v pada akhir periode penuh riak persegi panjang Gb.3 

diberikan oleh 

> Y(n*T):=matrix(2,2,[D,E,F,G])^n*Y(0); 

 
 := ( )Y n T 









D E

F G

n











( )y 0

( )v 0
 

Berikut diberikan contoh penyelesaian persamaan diferensial dengan 

menggunakan metode matriks di dalam Maple, pada persamaan getaran 

takteredam bebas. 

Suatu benda dengan berat W = 8 lb merenggangkan pegas sejauh 6 inci = 
2

1
 ft. 

Berdasarkan hukum Hooke’s diperoleh nilai k sebesar 16
2

1
8 =⇔








= kk . Dan 

32

8
==

g

w
m , sehingga dapat diturunkan dalam bentuk persamaan diferensial 

sebagai berikut :  016
32

8
2

2

=+ y
dt

yd
, dengan ( ) ( ) 10,

4

1
0 1 == yy . Persamaan 

tersebut akan diselesaikan menggunakan metode matriks dalam program Maple. 

> restart; 

> with(ODEtools): 



> with(linalg): 

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and 

unprotected 

> with(plots): 

Warning, the name changecoords has been redefined 

> A:=8/32*diff(y(t),t,t)+16*y(t)=0; 

 := A  =  + 
1

4









d

d2

t2
( )y t 16 ( )y t 0  

> A:=diff(y(t),t,t)+64*y(t)=0; 

 := A  =  + 








d

d2

t2
( )y t 64 ( )y t 0  

> sol1:=dsolve(A,y(t)); 

 := sol1  = ( )y t  + _C1 ( )sin 8 t _C2 ( )cos 8 t  

> y[1]:=sin(8*t);y[2]:=cos(8*t); 

 := y
1

( )sin 8 t  

 := y
2

( )cos 8 t  

> B(t):=vector([y[1],y[2]]);X(t):=matrix(2,1,[C1,C2]); 

 := ( )B t [ ],( )sin 8 t ( )cos 8 t  

 := ( )X t 









C1

C2
 

> Wr(t):=wronskian(B(t),t); 

 := ( )Wr t 









( )sin 8 t ( )cos 8 t

8 ( )cos 8 t −8 ( )sin 8 t
 



> W:=det(Wr(t)); 

 := W −  − 8 ( )sin 8 t 2 8 ( )cos 8 t 2
 

> W:=simplify(W); 

 := W -8  

> adj(Wr(t)); 











−8 ( )sin 8 t − ( )cos 8 t

−8 ( )cos 8 t ( )sin 8 t
 

> H(t):=1/W*adj(Wr(t)); 

 := ( )H t −
1

8










−8 ( )sin 8 t − ( )cos 8 t

−8 ( )cos 8 t ( )sin 8 t
 

> H[1](t):=evalm(-1/8*adj(Wr(t))); 

 := ( )H
1

t













( )sin 8 t
1

8
( )cos 8 t

( )cos 8 t −
1

8
( )sin 8 t

 

> H[1](0):=evalf(subs(t=0, H[1](t))); 

 := ( )H
1

0 









0. 0.1250000000

1. -0.
 

Dipunyai ( ) ( ) 10,
4

1
0

1 == yy . 

> Y(0):=matrix(2,1,[1/4,1]); 

 := ( )Y 0












1

4

1

 

> X(t):=evalm(H[1](0)&*Y(0)); 

 := ( )X t 









0.1250000000

0.2500000000
 





> Y(t):=matrix(2,1,[y,v])=evalm(Wr(t)&*X(t)); 

 := ( )Y t  = 









y

v











 + 0.1250000000 ( )sin 8 t 0.2500000000 ( )cos 8 t

 − 1.000000000 ( )cos 8 t 2.000000000 ( )sin 8 t
 

> n(t):=1/8*sin(8*t)+1/4*cos(8*t); 

 := ( )n t  + 
1

8
( )sin 8 t

1

4
( )cos 8 t  

> plot(n(t), t=-10..10, title="Gb. 4. Grafik Solusi 

Persamaan A"); 

 

 

 



BAB V 

PENUTUP 

 

SIMPULAN 

Dari hasil pembahasan pada penelitian ini, simpulan yang dapat diambil adalah 

sebagai berikut: 

Bentuk persamaan Hill adalah ( ) 0
2

2

=+ ytF
dt

yd
. Dengan menggunakan metode 

matriks dipeoleh penyelesaian persamaan diferensial Hill pada sembarang 

waktu t > 0 yang dinyatakan dalam nilai-nilai awal untuk ( )ty   dan 

( ) ( )tvty =
•

 dengan dua penyelesaian bebas linier adalah sebagai berikut. 

Pada saat t = 0, 
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.  

Pada saat t = T, 
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Pada akhir periode kedua dari perubahan ( )tF , 
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Pada akhir periode ke-n dari perubahan F(t), 
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Pada akhir periode ke-(n+1) dari perubahan F(t), 

 
( ) ( )

( ) ( )
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( ) ( ) nTnT
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τ

. 

Penginterpretasian hasil output dari program Maple identik dengan interpretasi 

hasil penyelesaian secara manual. Namun perhitungan menggunakan 

program Maple lebih akurat dibandingkan secara manual. Selain itu, 

dengan program Maple akan lebih cepat menentukan solusi matematisnya. 

 

SARAN 

Dari simpulan di atas, saran yang dapat penulis berikan adalah sebagai 

berikut: 

Perlu diadakan penelitian lebih lanjut pada penyelesaian persamaan diferensial 

Hill dengan masalah nilai batas.    

Semakin berkembang IPTEK, menuntut kita untuk terus bereksplorasi dan 

berinovasi dengan konsep matematika yang dimiliki dan fasilitas yang 

ada, seperti memanfaatkan software-software matematika untuk 

memecahkan persoalan matematis. 
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